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随机试验、样本空间、随机
事件
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问题引出

自然界和现实生活中的现象.

• 确定性现象
• 不确定性现象
概率论与数理统计——研究随机现象统计规律的数学分支.
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随机试验

E1 抛一枚硬币,观察其出现正面 H、反面 T的情况.

E2 抛一颗骰子,观察其出现的点数.
E3 抛一颗骰子,观察点数 2是否出现.
E4 记录车站售票处一天内售出的车票数.
E5 任取同一生产线上生产的一只灯泡,测试其寿命.
E6 在 [0, 1]之间随机取一点,记录其值.
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定义 1 (随机试验)
• 可以在相同条件下重复进行

• 在进行一次试验之前,不能事先确定试验的哪个结果会出现
• 试验的全部可能结果是已知的

用字母 E 表示随机试验,通过研究随机试验来研究随机现象.
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样本空间

定义 2 (样本空间)
随机试验 E 的所有可能结果组成的集合, 称为 E 的样本空间, 记为 S.
样本空间的元素,即 E 的每个结果,称为样本点,记为 ei.

1. 抛一枚硬币,观察其出现正面 H、反面 T的情况.

2.
3.
4.
5.
6.
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• 样本点基本属性
1. 互斥性: 无论哪两个样本点都不会在同一次试验中出现.
2. 完备性: 每次试验一定会出现某一个样本点.

• 样本空间的特点
1. 样本空间中的样本点可以有限个、也可以无穷多个.
2. 样本空间中的样本点可以是数、也可以不是数.
3. 样本空间与试验目的有关.
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随机事件

定义 3 (随机事件)
设随机试验 E 的样本空间 S 的子集为随机事件，简称事件. 用
A,B,C· · ·表示：

1. 基本事件：一个样本点组成的单点集。
2. 必然事件：每次试验一定发生的事件，记为 S

3. 不可能事件：每次试验都不能发生的事件，记为 ∅∅∅
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事件的关系及运算

• A ⊂ B B 包含 A，A发生导致 B 发生.

• A = B A与 B 相等，A与 B 为同一事件.
• A∪B A与 B 的和事件，A与 B 至少有一个发生.
• A∩B A与 B 的积事件，A与 B 同时发生.
• A−B A与 B 的差事件，A发生且 B 不发生.
• AB = ∅∅∅ A与 B 互不相容，A与 B 不能同时发生.
• A∪B = S,AB = ∅∅∅ A与 B 对立事件，A = B，B = A.
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事件的运算

• 交换律
A∪B = B ∪A,

A∩B = B ∩A.

• 结合律
A∪ (B ∪C) = (A∪B)∪C,

A∩ (B ∩C) = (A∩B)∩C.

• 分配率
A∪ (B ∩C) = (A∪B)∩ (A∪C),

A∩ (B ∪C) = (A∩B)∪ (A∩C).

• 德摩根律
A ∪ B = A∩B,

A ∩ B = A ∪B.
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例 1
设箱子中有 4个球，标号分别为 1,2,3,4，其中 1,2号为红球，3,4号为
黑球，现在箱中任取两球，事件 A表示“两个球均为红色”，事件 B 表
示“两个球均不是红色”，事件 C 表示“两个球不全是红色”
(1) 分别写出样本空间 S 及事件 A,B,C;
(2) 判断事件 A与事件 B 是否互不相容，是否对立？判断事件 A与事
件 C 是否互不相容，是否对立？

(3) 判断说法“若事件 B 发生必导致事件 C 发生”是否正确？

11/88



例 2
设 A,B,C 为 3个事件，请用 A,B,C 表示下列事件。
(1) A发生，B 与 C 都不发生;
(2) A,B,C 中至少有一个发生；
(3) A与 B 都发生而 C 不发生；
(4) A,B,C 都发生；
(5) A,B,C 都不发生；
(6) A,B,C 至少有两个发生；
(7) A,B,C 中不多于两个发生.
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例 3
化简下列事件
(1) AB ∪AB;

(2) AB ∪AB ∪AB.
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随机事件的概率
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概率的定义

对于随机事件 A,我们关心随机事件 A发生与否,以及以多大的可能性发
生,这种可能性的大小称之为事件 A发生的概率,记作 P (A). 在概率论发展的
历史上,曾有过概率的古典定义、概率的几何定义、概率的频率定义和概率的
主观定义.

15/88



概率的古典定义方法

定义 4 (古典概型)
若随机试验 E 满足以下条件：
(1) 样本空间含有有限个样本点,即 S = {e1, e2, · · ·, en}.
(2) 每个样本点出现的可能性相同,即基本事件发生的可能性相等

P{e1} = P{e2} = · · · = P{en}
则称这类随机现象的数学模型为古典概型.

古典概型是概率论发展早期确定概率常用的方法,若事件 A含有 k个样本点,
则事件 A的概率为

P (A) =
事件A所含样本点的个数

样本空间S中所含样本点的个数

16/88



例 1
某学习小组有 3名男生和 2名女生,老师随机点名两次.
(1) 设事件 A1 为“两次点到同一名同学”,求 P (A1);
(2) 设事件 A2 为“两次点到的均是男同学”,求 P (A2);
(3) 设事件 A3 为“两次点到同学性别不同”,求 P (A3).
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例 1
某学习小组有 3名男生和 2名女生,老师随机点名两次.
(1) 设事件 A1 为“两次点到同一名同学”,求 P (A1);
(2) 设事件 A2 为“两次点到的均是男同学”,求 P (A2);
(3) 设事件 A3 为“两次点到同学性别不同”,求 P (A3).

解：(1)样本空间为两次点名的所有可能结果,共计 52 = 25,两次点到同一名
同学有 5种可能的结果,所以有

P (A1) =
5

52
=

1

5
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例 1
某学习小组有 3名男生和 2名女生,老师随机点名两次.
(1) 设事件 A1 为“两次点到同一名同学”,求 P (A1);
(2) 设事件 A2 为“两次点到的均是男同学”,求 P (A2);
(3) 设事件 A3 为“两次点到同学性别不同”,求 P (A3).

(2)两次点到的均是男同学有 3× 3 = 9种可能的结果,所以有

P (A2) =
9

52
=

9

25
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例 1
某学习小组有 3名男生和 2名女生,老师随机点名两次.
(1) 设事件 A1 为“两次点到同一名同学”,求 P (A1);
(2) 设事件 A2 为“两次点到的均是男同学”,求 P (A2);
(3) 设事件 A3 为“两次点到同学性别不同”,求 P (A3).

(3)两次均为男同学的样本点 32 个,两次均为女生的样本点 22 个,事件 A3 包
含的样本点 25− 9− 4个,因此

P (A3) =
12

25
= 0.48
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例 2
箱子中有 3个红球和 7个黑球, 从中随机取两次, 每次取一个球.考虑两
种情形:
(1) 第一次取出后不放回箱中,第二次从剩余的球中再取一个,这种方式
称为无放回抽样;

(2) 第一次取出球记录颜色后放回箱中,第二次再从箱中取一个,这种方
式称为有放回抽样.

试分别就上述两种情形,求事件 A“第 l次为红球,第 2次为黑球”的概
率;和事件 B“两次均为红球”的概率.

18/88



箱子中有 3个红球和 7个黑球

解：(1)无放回抽样
样本空间 S 含样本点 A2

10 = 10× 9 = 90个,每一个样本点表示一种取法,样
本点等可能出现,适用古典概型.

事件 A含样本点 3× 7个,则

P (A) =
21

90
=

7

30

事件 B 含样本点 A2
3 = 3× 2个,则

P (B) =
A2

3

A2
10

=
1

15
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箱子中有 3个红球和 7个黑球

(2)有放回抽样
样本空间 S 含样本点 102 = 100个,每一个样本点表示一种取法,样本点等可
能出现,适用古典概型.

事件 A含样本点 A1
3 ×A1

7 = 21个,则

P (A) =
A1

3 × A1
7

102
=

21

100

事件 B 含样本点 3× 3 = 9个,则

P (B) =
9

100

20/88



箱子中有 3个红球和 7个黑球

(2)有放回抽样
样本空间 S 含样本点 102 = 100个,每一个样本点表示一种取法,样本点等可
能出现,适用古典概型.

事件 A含样本点 A1
3 ×A1

7 = 21个,则

P (A) =
A1

3 × A1
7

102
=

21

100

事件 B 含样本点 3× 3 = 9个,则

P (B) =
9

100

20/88



箱子中有 3个红球和 7个黑球

(2)有放回抽样
样本空间 S 含样本点 102 = 100个,每一个样本点表示一种取法,样本点等可
能出现,适用古典概型.

事件 A含样本点 A1
3 ×A1

7 = 21个,则

P (A) =
A1

3 × A1
7

102
=

21

100

事件 B 含样本点 3× 3 = 9个,则

P (B) =
9

100

20/88



箱子中有 3个红球和 7个黑球

(2)有放回抽样
样本空间 S 含样本点 102 = 100个,每一个样本点表示一种取法,样本点等可
能出现,适用古典概型.

事件 A含样本点 A1
3 ×A1

7 = 21个,则

P (A) =
A1

3 × A1
7

102
=

21

100

事件 B 含样本点 3× 3 = 9个,则

P (B) =
9

100

20/88



箱子中有 3个红球和 7个黑球

(2)有放回抽样
样本空间 S 含样本点 102 = 100个,每一个样本点表示一种取法,样本点等可
能出现,适用古典概型.

事件 A含样本点 A1
3 ×A1

7 = 21个,则

P (A) =
A1

3 × A1
7

102
=

21

100

事件 B 含样本点 3× 3 = 9个,则

P (B) =
9

100

20/88



例 3
设有 n个球,每个球都等可能地被放入到N 个盒子中（设盒子的容量不
限）. 试求：
(1) 每个盒子中至多有 1个球的概率;
(2) 至少有 2个球在同一个盒子的概率;
(3) 某指定的盒子中有m(m ≤ n)个球的概率.
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例 3
设有 n个球,每个球都等可能地被放入到N 个盒子中（设盒子的容量不
限）. 试求：
(1) 每个盒子中至多有 1个球的概率;
(2) 至少有 2个球在同一个盒子的概率;
(3) 某指定的盒子中有m(m ≤ n)个球的概率.

解：(1)设样本空间 S 为球放入到盒子中的所有可能放法,共有Nn,每一种放
法是等可能的.事件 A表示“每个盒子中至多有 1个球”,事件 A有
An

N = N(N − 1)· · ·(N − n+ 1)中放法,因此

P (A) =
An

N

Nn
=

N !

Nn(N − n)!
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例 3
设有 n个球,每个球都等可能地被放入到N 个盒子中（设盒子的容量不
限）. 试求：
(1) 每个盒子中至多有 1个球的概率;
(2) 至少有 2个球在同一个盒子的概率;
(3) 某指定的盒子中有m(m ≤ n)个球的概率.

或者,设事件 A表示“每个盒子中至多有 1个球”,首先在N 个盒子里选出 n
个盒子,共有 Cn

N 种选法,对于选定的 n个盒子,每个盒子各放 1个球,有 n!
中方法,因此

P (A) =
n!Cn

N

Nn
=

N !

Nn(N − n)!
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例 3
设有 n个球,每个球都等可能地被放入到N 个盒子中（设盒子的容量不
限）. 试求：
(1) 每个盒子中至多有 1个球的概率;
(2) 至少有 2个球在同一个盒子的概率;
(3) 某指定的盒子中有m(m ≤ n)个球的概率.

(2)事件 A的对立事件 Ā即表示“至少有 2个球在同一个盒子”,因此

P (Ā) = 1− P (A) = 1−
N !

Nn(N − n)!
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例 3
设有 n个球,每个球都等可能地被放入到N 个盒子中（设盒子的容量不
限）. 试求：
(1) 每个盒子中至多有 1个球的概率;
(2) 至少有 2个球在同一个盒子的概率;
(3) 某指定的盒子中有m(m ≤ n)个球的概率.

(3)设事件 B 表示“某指定的盒子中有m个球”,从 n个球里选出m个球共
有 Cm

n 种选球方法,剩余 n−m个球可任意放入N − 1个盒子中,共有
(N − 1)n−m 中放法,因此

P (B) =
Cm

n (N − 1)n−m

Nn

21/88



例 4生日问题
设每个人的生日在一年 365 天中的任一天是等可能的, 随机取 n(n ≤
365)个人,试求：
(1) n个人的生日各不相同的概率;
(2) n个人中至少有两个人的生日在同一天的概率.
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例 4生日问题
设每个人的生日在一年 365 天中的任一天是等可能的, 随机取 n(n ≤
365)个人,试求：
(1) n个人的生日各不相同的概率;
(2) n个人中至少有两个人的生日在同一天的概率.

解：(1)直接运用例 3的结果可知, n个人的生日各不相同的概率为

365 × 364 × · · · × (365 − n + 1)

365n
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设每个人的生日在一年 365 天中的任一天是等可能的, 随机取 n(n ≤
365)个人,试求：
(1) n个人的生日各不相同的概率;
(2) n个人中至少有两个人的生日在同一天的概率.

解：(1)直接运用例 3的结果可知, n个人的生日各不相同的概率为

365 × 364 × · · · × (365 − n + 1)

365n

(2) n个人中,至少有两个人的生日相同的概率为

1−
365 × 364 × · · · × (365 − n + 1)

365n
22/88



例 4生日问题
设每个人的生日在一年 365 天中的任一天是等可能的, 随机取 n(n ≤
365)个人,试求：
(1) n个人的生日各不相同的概率;
(2) n个人中至少有两个人的生日在同一天的概率.

若班级有 50人,至少有两个人的生日相同的概率为 0.97;

若班级有 100人,至少有两个人的生日相同的概率为 0.9999997.

——“直觉”并不总是可靠！
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例 5
袋中有三个盒子,第一个盒子中有两个红球,第二个盒子中有一个红球和
一个白球, 第三个盒子中有两个白球, 现随机从袋子中取出一球, 观察此
球为红球,问与其同一盒子中的另一个球也是红球的概率？
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例 5
袋中有三个盒子,第一个盒子中有两个红球,第二个盒子中有一个红球和
一个白球, 第三个盒子中有两个白球, 现随机从袋子中取出一球, 观察此
球为红球,问与其同一盒子中的另一个球也是红球的概率？

分析：由于已知取出的是红球,球只能是从第一个盒子或者是第二个盒子取出,
所以样本空间为 S = {第一个盒子,第二个盒子}.而与其同一盒子中的另一个
球也是红球,说明取到的是第一个盒子,用事件 A表示,即 A = {第一个盒子},
因此概率为

P (A) =
1

2
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例 5
袋中有三个盒子,第一个盒子中有两个红球,第二个盒子中有一个红球和
一个白球, 第三个盒子中有两个白球, 现随机从袋子中取出一球, 观察此
球为红球,问与其同一盒子中的另一个球也是红球的概率？

分析：由于已知取出的是红球,球只能是从第一个盒子或者是第二个盒子取出,
所以样本空间为 S = {第一个盒子,第二个盒子}.而与其同一盒子中的另一个
球也是红球,说明取到的是第一个盒子,用事件 A表示,即 A = {第一个盒子},
因此概率为

P (A) =
1

2

分析错误,你能否找到原因？
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例 5
袋中有三个盒子,第一个盒子中有两个红球,第二个盒子中有一个红球和
一个白球, 第三个盒子中有两个白球, 现随机从袋子中取出一球, 观察此
球为红球,问与其同一盒子中的另一个球也是红球的概率？

解：将袋中的 6个球编号,第一盒中两个红球为 1号和 2号;第二盒子中红球
为 3号,白球为 4号.由于已知取出的是红球,球只能是 1, 2, 3号,所以样本空
间为 S = {1号球, 2号球, 3号球},且每个样本点出现是等可能的.
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例 5
袋中有三个盒子,第一个盒子中有两个红球,第二个盒子中有一个红球和
一个白球, 第三个盒子中有两个白球, 现随机从袋子中取出一球, 观察此
球为红球,问与其同一盒子中的另一个球也是红球的概率？

解：将袋中的 6个球编号,第一盒中两个红球为 1号和 2号;第二盒子中红球
为 3号,白球为 4号.由于已知取出的是红球,球只能是 1, 2, 3号,所以样本空
间为 S = {1号球, 2号球, 3号球},且每个样本点出现是等可能的.与其同一盒
子中的另一个球也是红球,说明取到的 1号球或者是 2号球,用事件
A = {1号球, 2号球}表示,于是与其同一盒子中的另一个球也是红球的概率
是

P (A) =
2

3
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概率的几何定义方法

2014年 7月 5日,西班牙巴塞
罗那机场上演惊险一幕. 一架即
将落地的俄罗斯客机突然发现
跑道上冒出一架阿根廷客机,幸
好飞行员反应及时才避免惨案
发生.

甲乙二人相约在 0到 T 这段时
间内,在预定地点会面.到达时
刻是等可能的,先到的人等候另
一人,经过时间 t(t ≤ T )后离
去,甲乙二人能会面的概率时多
少呢？

当样本空间所含样本点数目是无限时,即使基本事件等可能发生,古典概型也不
再适用这一类随机现象.针对古典概型的局限性,可以修改度量样本点数目的方
式,得到几何概型.
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定义 5 (几何概型)
若随机试验 E 满足以下条件:
(1) 样本空间 S 为一个可度量的区域,其度量 (如长度、面积、体积等)
记为m(S);

(2) 向区域内任意投掷一点,该点落在区域内的任一处都是“等可能的”
,或者落在 S 中区域 A的可能性与 A的度量m(A)成正比,且与
与 A的位置和形状无关.

称这类随机现象的数学模型为几何概型.

几何概型中事件 A发生的概率为：

P (A) =
m(A)

m(S)
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例 6(会面问题)
甲乙二人相约在 0 到 T 这段时间内, 在预定地点会面. 到达时刻是等可
能的,先到的人等候另一人,经过时间 t(t ≤ T )后离去,求甲乙二人能会
面的概率.
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例 6(会面问题)
甲乙二人相约在 0 到 T 这段时间内, 在预定地点会面. 到达时刻是等可
能的,先到的人等候另一人,经过时间 t(t ≤ T )后离去,求甲乙二人能会
面的概率.

解：设 x, y 分别表示甲乙二人到达的时刻,则样本空间为：

S = {(x, y)|0 ≤ x ≤ T,0 ≤ y ≤ T} .

设事件 A表示甲乙二人能够会面,则事件 A可表示为

A = {(x, y)| |x− y| ≤ t} .
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例 6(会面问题)
甲乙二人相约在 0 到 T 这段时间内, 在预定地点会面. 到达时刻是等可
能的,先到的人等候另一人,经过时间 t(t ≤ T )后离去,求甲乙二人能会
面的概率.

样本空间 S 和事件 A在坐标平面上表示的区域为
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S = {(x, y)|0 ≤ x ≤ T,0 ≤ y ≤ T} .

设事件 A表示甲乙二人能够会面,则事件 A可表示为

A = {(x, y)| |x− y| ≤ t} .

甲乙二人能会面的概率为

P (A) =
A的面积
S的面积

= 1−
(
1−

t

T

)2
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例 7(Buffon抛针)
在平面上画有等距离的平行线,平行线间的距离为 2a(a > 0),向一平面
任意投掷一枚长为 2l(l < a) 的圆柱形的针, 试求此针与任一平行线相
交的概率.

解：设事件 A表示针和任一平
行线相交.下面用两个参数表示
事件 A.

设 x表示针的中点M 到最近一条平行线的距离, θ 表示针与平行线的夹角,于
是样本空间 S 和事件 A可表示为

S = {(x, θ)|0 ≤ x ≤ a,0 ≤ θ ≤ π},A = {(x, θ)|x ≤ lsinθ}
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样本空间 S 和事件 A在坐标平面上表示的区域为

P (A) =
A的面积
S的面积

=

∫ π
0 l sin θdθ

πa
=

2l

πa
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概率的频率定义

等可能概型只能用于研究具有“等可能”特点的随机现象,然而大部分随机现
象不具有等可能性.人类的大量实践表明,在相同条件下,对随机现象进行大量
的重复观测,其结果总能呈现出某种规律性.

定义 6 (频率)
在相同条件下, 进行了 n 次试验. 在这 n 次试验中, 随机事件 A 发生的
次数 nA ,称为事件 A发生的频数. 比值 nA

n
称为事件 A发生的频率,记

为 fn(A).

频率性质：
1. 0 ≤ fn(A) ≤ 1

2. fn(S) = 1

3. 设 A1,A2, · · ·,Ak 为有限个两两互不相容事件,则
fn (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak) = fn(A1) + fn(A2) + · · ·+ fn(Ak)
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历史上有不少人做过抛硬币试验,结果如下表所示,从表中数据可以看出,出现
正面的频率逐渐稳定在 0.5.

实验者 抛硬币的次数 n 正面 (H)出现次数 nH fn(H)

De Morgan 2048 1061 0.5181
Buffon 4040 2048 0.5069
Fisher 10000 4979 0.4979

Pearson 12000 6019 0.5016
Pearson 24000 12012 0.5005

定义 7
设事件 A在 n次重复试验中发生的次数为 k,当 n很大时,频率 fn(A)
在某一常数 p 的附近摆动, 若随着试验次数 n 的增加, 频率会稳定在常
数 p附近,则称这个常数 p为事件 A发生的概率,记为 P (A) = p.
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利用事件发生的频率的稳定值来定义事件发生的概率是合理的.在试验重
复次数较大时,可以利用频率得到概率的一个近似值,这是频率方法最有价值的
地方.然而此方法的缺点也是非常明显的,在现实世界无法把一个试验无限次重
复下去,况且有些试验还具有破坏性,因此得到精确的频率稳定值是困难的.
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概率的公理化定义

概率的古典、几何和频率定义方式各适合一类随机现象, 1900年数学家希尔伯
特提出要建立适合所有随机现象的概率的公理化定义.1933年前苏联数学家柯
尔莫哥洛夫首次提出概率的公理化定义,这一体系成为概率论发展史上的一个
里程碑.

定义 8
设 S 是随机试验 E 的样本空间. 对于 S 的每一个事件A,赋予一个实数
与之对应,记为 P (A),称 P (A)为事件A的概率,如果函数 P (A)满足
以下条件：
(1) 非负性 对于每一个随机事件 A, P (A) ≥ 0

(2) 规范性 对于必然事件 S, P (S) = 1

(3) 可列可加性 若 A1,A2, · · ·,An, · · ·是两两互不相容的事件,则

P

( ∞∪∪∪
i=1

Ai

)
=

∞∑∑∑
i=1

P (Ai)
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概率的性质

利用概率的公理化定义,可以导出概率的一系列性质.以下只给出一些常用的性
质.

(1) P (∅∅∅) = 0.

(2) 有限可加性 若有限个事件 A1,A2, · · ·,An 两两互不相容,则有

P

(
n∪∪∪

i=1

Ai

)
=

n∑∑∑
i=1

P (Ai)

(3) 若事件 A,B 满足 A ⊂ B,则有

P (B −A) = P (B)− P (A), P (B) ≥ P (A).

对于任意事件 A,B 有

P (B −A) = P (BĀ) = P (B −AB)
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概率的性质

(4) 对于任意事件 A,有 0 ≤ P (A) ≤ 1.

(5) 对于任意事件 A,有 P (Ā) = 1− P (A),其中 Ā为 A的对立事件.
(6) 加法公式 对于任意事件 A,B,有

P (A∪B) = P (A) + P (B)− P (AB).

对于任意三个事件 A,B,C,有

P (A∪B ∪C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC)

对于任意 n个事件 A1,A2, · · ·,An,有

P

(
n∪∪∪

i=1

Ai

)
=

n∑∑∑
k=1

(−1)k−1

 ∑∑∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

P (Ai1Ai2· · ·Aik)


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例 8
设 A,B 为两个事件,若 P (A) = 0.3, P (B) = 0.5, P (AB) = 0.2,求：
(1)P (A∪B); (2)P (A−B); (3)P (AB); (4)P (AB).

解：(1) P (A∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) = 0.3 + 0.5− 0.2 = 0.6.

(2) P (A−B) = P (A)− P (AB) = 0.3− 0.2 = 0.1.

(3) P (AB) = 1− P (AB) = 1− 0.2 = 0.8.

(4) P (ĀB̄) = P (A ∪ B) = 1− P (A∪B) = 1− 0.6 = 0.4.
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(4) P (ĀB̄) = P (A ∪ B) = 1− P (A∪B) = 1− 0.6 = 0.4.

35/88



例 9
A,B,C 为三个事件, 设 P (A) = P (B) = P (C) = 0.3, P (AB) = 0,
P (AC) = P (BC) = 0.1.求
(1) 事件 A,B,C 至少有一个发生的概率;
(2) 事件 A,B,C 都不发生的概率.

解：(1) 事件 A,B,C 至少有一个发生的概率为

P (A∪B ∪C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)

− P (BC) + P (ABC)

= 0.3 + 0.3 + 0.3− 0− 0.1− 0.1 + 0 = 0.7

(2) 事件 A,B,C 都不发生的概率为

P (ĀB̄C̄) = P (A ∪ B ∪ C) = 1− P (A∪B ∪C) = 1− 0.7 = 0.3.
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例 10(配对问题)
有 n 个人参加一个晚会, 每人亲手写了一张祝福卡, 现将 n 张卡片随机
发给参会的 n个人,求至少有一个人收到自己写的卡片的概率.

解：设事件 Ai(i = 1,2, · · ·, n)表示“第 i个人收到自己写的卡片”, 则至少
有一个人收到自己写的卡片的事件可表示为

A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An

至少有一个人收到自己写的卡片的概率为

P

(
n∪∪∪

i=1

Ai

)
=

n∑∑∑
k=1

(−1)k−1

 ∑∑∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

P (Ai1Ai2· · ·Aik)



37/88



例 10(配对问题)
有 n 个人参加一个晚会, 每人亲手写了一张祝福卡, 现将 n 张卡片随机
发给参会的 n个人,求至少有一个人收到自己写的卡片的概率.

解：设事件 Ai(i = 1,2, · · ·, n)表示“第 i个人收到自己写的卡片”,

则至少
有一个人收到自己写的卡片的事件可表示为

A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An

至少有一个人收到自己写的卡片的概率为

P

(
n∪∪∪

i=1

Ai

)
=

n∑∑∑
k=1

(−1)k−1

 ∑∑∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

P (Ai1Ai2· · ·Aik)



37/88



例 10(配对问题)
有 n 个人参加一个晚会, 每人亲手写了一张祝福卡, 现将 n 张卡片随机
发给参会的 n个人,求至少有一个人收到自己写的卡片的概率.

解：设事件 Ai(i = 1,2, · · ·, n)表示“第 i个人收到自己写的卡片”, 则至少
有一个人收到自己写的卡片的事件可表示为

A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An

至少有一个人收到自己写的卡片的概率为

P

(
n∪∪∪

i=1

Ai

)
=

n∑∑∑
k=1

(−1)k−1

 ∑∑∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

P (Ai1Ai2· · ·Aik)



37/88



例 10(配对问题)
有 n 个人参加一个晚会, 每人亲手写了一张祝福卡, 现将 n 张卡片随机
发给参会的 n个人,求至少有一个人收到自己写的卡片的概率.

解：设事件 Ai(i = 1,2, · · ·, n)表示“第 i个人收到自己写的卡片”, 则至少
有一个人收到自己写的卡片的事件可表示为

A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An

至少有一个人收到自己写的卡片的概率为

P

(
n∪∪∪

i=1

Ai

)
=

n∑∑∑
k=1

(−1)k−1

 ∑∑∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

P (Ai1Ai2· · ·Aik)


37/88



因为

P (A1) = P (A2) = · · · = P (An) =
1

n

P (A1A2) = P (A1A3) = · · · = P (An−1An) =
1

n(n − 1)

...

P (A1A2· · ·An) =
1

n!

所以有

P

(
n∪∪∪

i=1

Ai

)
=

n∑∑∑
k=1

(−1)k−1

k!
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例 11
(1) 设 A,B 为两个事件,且 P (A) = P (B) = 1

2
,求证：

P (AB) = P (ĀB̄).

(2) 证明对任意两个事件 A,B,有

P (A) + P (B)− 1 ≤ P (AB) ≤ P (A∪B).
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2
,求证：

P (AB) = P (ĀB̄).

(2) 证明对任意两个事件 A,B,有

P (A) + P (B)− 1 ≤ P (AB) ≤ P (A∪B).

证明：（1）

P (AB) = P

(
A
∪

B

)
= 1− P

(
A
∪∪∪

B
)

= 1− P (P (A) + P (B)− P (AB))

= 1− (
1

2
+

1

2
− P (AB)) = P (AB)
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例 11
(1) 设 A,B 为两个事件,且 P (A) = P (B) = 1

2
,求证：

P (AB) = P (ĀB̄).

(2) 证明对任意两个事件 A,B,有

P (A) + P (B)− 1 ≤ P (AB) ≤ P (A∪B).

证明：（2）因为 AB ⊂ A
∪∪∪

B，所以 P (AB) ≤ P (A
∪∪∪

B)
又有 P (A

∪∪∪
B) = P (A) + P (B)− P (AB) ≤ 1，可得

P (AB) ≥ P (A) + P (B)− 1

故有 P (A) + P (B)− 1 ≤ P (AB) ≤ P (A
∪∪∪

B).
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条件概率
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条件概率

随机事件 A,B 如果不是互不相容的,在一次试验中可以同时发生,那么事件 B
的发生与否对事件 A发生的概率是有影响的.记事件 B 发生的条件下, A发生
的概率为 P (A|B).

例 1
设第一组有 3个男生、3个女生,第二组有 4个男生、2个女生. 将这两
组同学混在一起后抽出 1人回答问题,求此人是男生的概率;此人是第一
组男生的概率;若已知此人是第一组的同学,则此人是男生概率.

解：设 A表示此人是男生, B 表示此人来自第一组,于是, AB 表示来自第一组
的男生
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定义 9 (条件概率)
设 A,B 是两个事件,且 P (B) > 0,称

P (A|B) =
P (AB)

P (B)

为在事件 B 发生的条件下,事件 A发生的条件概率.

条件概率是概率,即若 P (B) > 0,可验证：
(1) P (A|B) ≥ 0;

(2) P (S|B) = 1;

(3) 若 A1,A2, · · ·,An, · · ·为两两互不相容事件,则有

P

( ∞∪∪∪
i=1

Ai|B
)

=

∞∑∑∑
i=1

P (Ai|B).
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例 2
已知 P (A) = 0.5,P (A∪B) = 0.8,P (A−B) = 0.2,求：(1) P (B|A);
(2) P (A|B).
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例 2
已知 P (A) = 0.5,P (A∪B) = 0.8,P (A−B) = 0.2,求：(1) P (B|A);
(2) P (A|B).

解:(1)由 P (A−B) = P (A)− P (AB),可知

P (AB) = P (A)− P (A−B) = 0.3

因此

P (B|A) =
P (AB)

P (A)
=

0.3

0.5
= 0.6.
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已知 P (A) = 0.5,P (A∪B) = 0.8,P (A−B) = 0.2,求：(1) P (B|A);
(2) P (A|B).

(2)由 P (A∪B) = P (A) + P (B)− P (AB),可知

P (B) = P (A∪B) + P (AB)− P (A) = 0.6

因此

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

0.3

0.6
= 0.5.
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例 3
在小于 100 的正整数中任取 1 个数, 若取到的数能被 3 整除, 求此数也
能被 4整除的概率.
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解:设事件 A为”取到的数能被 3整除”,事件 B 为”取到的数能被 4整除”,
则积事件 AB 为”取到的数能被 12整除”,由古典概型可得
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能被 4整除的概率.

解:设事件 A为”取到的数能被 3整除”,事件 B 为”取到的数能被 4整除”,
则积事件 AB 为”取到的数能被 12整除”,由古典概型可得

P (A) =
33

99
=

1

3
, P (AB) =

8

99
.

因此所求概率为

P (B|A) =
P (AB)

P (A)
=

8

33
.
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乘法公式

定理 10 (乘法公式)
A,B 是两个事件,若 P (A) > 0,则有

P (AB) = P (A)P (B|A).

称上式为乘法公式.

若 P (B) > 0，有 P (AB) = P (B)P (A|B).
若 P (AB) > 0，有

P (ABC) = P (A)P (B|A)P (C|AB)

若 P (A1A2· · ·An−1) > 0,则有

P (A1· · ·An) = P (A1)P (A2|A1)· · ·P (An|A1· · ·An−1)
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例 4
某人用铁锤击打防弹玻璃测试其坚固性, 已知第一锤击破玻璃的概率为
0.2;若第一锤未击破,第二锤击破的概率为 0.4;若前两锤均未击破,第三
锤击破的概率为 0.5.问此人不超过三锤就能击破玻璃的概率.
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例 4
某人用铁锤击打防弹玻璃测试其坚固性, 已知第一锤击破玻璃的概率为
0.2;若第一锤未击破,第二锤击破的概率为 0.4;若前两锤均未击破,第三
锤击破的概率为 0.5.问此人不超过三锤就能击破玻璃的概率.

解:方法 2 设事件 Ak(k = 1,2,3)为“第 k锤击破玻璃”,事件 A为“不超
过三锤击破玻璃”,则

A = A1A2A3

从而

P
(
A
)
= P

(
A1A2A3

)
= P

(
A1

)
P
(
A2 |A1

)
P
(
A3|A1A2

)
因此所求概率为 P (A) = 1− P

(
A
)
= 1− 0.24 = 0.76.
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例 5
设有 5张纸签,其中 1张上面写着“中奖”,其余 4张写“未中奖”,现
有 5 人依次无放回的随机抽签, 问“先抽签者中奖概率大”的说法是否
正确？
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有 5 人依次无放回的随机抽签, 问“先抽签者中奖概率大”的说法是否
正确？

解:设事件 Ak(k = 1,2, · · ·,5)表示“第 k人抽到中奖纸签”,则

P (A1) =
1

5
, P (A2) = P (A1A2) = P (A1)P (A2|A1) =

4

5
×

1

4
=

1

5

以此类推,每人中奖的概率均为 1
5
,因此题中说法错误.
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设有 5张纸签,其中 1张上面写着“中奖”,其余 4张写“未中奖”,现
有 5 人依次无放回的随机抽签, 问“先抽签者中奖概率大”的说法是否
正确？

解:设事件 Ak(k = 1,2, · · ·,5)表示“第 k人抽到中奖纸签”,则

P (A1) =
1

5
, P (A2) = P (A1A2) = P (A1)P (A2|A1) =

4

5
×

1

4
=

1

5

以此类推,每人中奖的概率均为 1
5
,因此题中说法错误.

若 n个签中,有m(m < n)个特殊签,有 k(k < n)个人依次抽签,则每人抽
到特殊签的概率相同,均为 m

n
.此结论称为抽签原理.
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全概率公式

例 6
某城市男、女性人数之比为 3 : 2, 其中 5% 的男性为色盲,2.5% 的女性
为色盲.现随机地选一人,求此人是色盲的概率？

解：设事件 A表示“选到的人是色盲”,事件 B 表示“选到的人是男性”,则
由事件的关系可知,AB 与 AB 互不相容,即 AB

∩∩∩
AB = ∅∅∅,且

A = AB
∪∪∪

AB.
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A = AB
∪∪∪

AB,

AB
∩∩∩

AB = ∅∅∅.

由概率有限可加性,

P (A) = P
(
AB

∪∪∪
AB

)
= P (AB) + P (AB)

利用乘法公式,

P (A) = P (B)P (A|B) + P (B)P (A|B)

=
3

5
× 5%+

2

5
× 2.5%

当事件 A复杂时,可依据“恰当情况”把事件 A转化为若干个简单事件并
的形式,这种“恰当情况”一般通过对样本空间进行划分得到.
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定义 11 (样本空间划分)
设 S 为试验 E 的样本空间,B1,B2, · · ·,Bn 为一组事件,若
(1) BiBj = ∅∅∅, i ̸= j, i, j = 1,2, · · ·, n;
(2) B1

∪∪∪
B2

∪∪∪
· · ·
∪∪∪

Bn = S.
称 B1,B2, · · ·,Bn 为样本空间 S 的一个划分.

(i) 在一次试验中,事件 B1,B2, · · ·,Bn 有且仅有一个发生;
(ii) 样本空间 S 的划分不唯一.
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定理 12 (全概率公式)
设 S 为试验 E 的样本空间,B1,B2, · · ·,Bn 为 S 的一个划分, 若
P (Bi) > 0, i = 1,2, · · ·, n,则对于任意事件 A有

P (A) =

n∑∑∑
i=1

P (Bi)P (A|Bi).

证明：因为 A = AS = A(B1 ∪ · · · ∪Bn) = (AB1)∪ · · · ∪ (ABn),并且
P (Bi) > 0, i = 1,2, · · ·, n,以及 (ABi)(ABj) = ∅∅∅.所以有

P (A) =

n∑∑∑
i=1

P (ABi) =

n∑∑∑
i=1

P (Bi)P (A|Bi).
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P (A) =

n∑∑∑
i=1

P (ABi) =

n∑∑∑
i=1

P (Bi)P (A|Bi).
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例 7
箱里有 7 个红球和 3 个黑球, 任意抽取两次, 抽后不放回, 求第二次抽出
的是黑球的概率.

解：设事件 B 表示“第一次抽出的是黑球”,则事件 B 表示“第一次抽出的是
红球”,事件 A表示第二次抽出的是黑球. 显然,

P (B) =
3

10
, P (B) =

7

10
, P (A|B) =

2

9
, P (A|B) =

3

9
.

由全概率公式有

P (A) = P (B)P (A|B) + P (B)P (A|B) =
3

10
.
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贝叶斯公式

定理 13 (贝叶斯公式)
设 S 为试验 E 的样本空间,B1,B2, · · ·,Bn 为 S 的一个划分, 若
P (A) > 0, P (Bi) > 0, i = 1,2, · · ·, n,则

P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)∑n
i=1 P (Bi)P (A|Bi)

.

称为贝叶斯公式

注

• P (Bi)称为先验概率,P (Bi|A)称为后验概率.
• 贝叶斯公式——度量由原因 Bi 导致 A发生的可能性大小.
• 比较 P (Bi|A)与 P (Bj|A)的大小做出决策,常称为贝叶斯估计.
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例 8
羽毛球队有 4名男队员和 6名女队员,乒乓球队有 6名男队员和 3名女
队员,网球队男队员和女队员各 5名,现以 0.5、0.3和 0.2的概率选羽毛
球队、乒乓球队和网球队作为国旗护卫队, 并在该队中任选 1 名队员做
主升旗手.（1）求主升旗手为男队员的概率；（2）若已知主升旗手为男
队员,求他来自乒乓球队的概率.

解：设事件 A表示“主升旗手是男队员”,事件 B1 表示“羽毛球队作为国旗
护卫队”,事件 B2 表示“乒乓球队作为国旗护卫队”,事件 B3 表示“网球队
作为国旗护卫队”.
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(1)由全概率公式有,

P (A) = P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2) + P (B3)P (A|B3)

= 0.5×
4

10
+ 0.3×

6

9
+ 0.2×

5

10
= 0.5
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解：设事件 A表示“主升旗手是男队员”,事件 B1 表示“羽毛球队作为国旗
护卫队”,事件 B2 表示“乒乓球队作为国旗护卫队”,事件 B3 表示“网球队
作为国旗护卫队”.
(2)由贝叶斯公式有,

P (B2|A) =
P (B2)P (A|B2)

P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2) + P (B3)P (A|B3)

= 0.4
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事件的独立性
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事件独立的定义

定义 14 (两个事件独立)
设 A,B 是两个事件,若满足等式

P (AB) = P (A)P (B)

则称事件 A与事件 B 相互独立,简称 A与 B 独立.
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定义 15 (三个事件独立)
设 A,B,C 是三个事件,若满足等式

P (AB) = P (A)P (B),

P (AC) = P (A)P (C),

P (BC) = P (B)P (C).

则称 A,B,C 两两独立,若还有

P (ABC) = P (A)P (B)P (C)

则称 A,B,C 相互独立.
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定义 16 (n个事件独立)
设 A1,A2, · · ·,An 是 n个事件,对于任意的 1 ≤ i < j < k· · · ≤ n若
满足等式 

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj),

P (AiAjAk) = P (Ai)P (Aj)P (Ak),

...
P (A1A2· · ·An) = P (A1)P (A2)· · ·P (An).

则称 A1,A2, · · ·,An 相互独立.
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事件独立的性质

独立的性质
1. 若事件 A与事件 B 相互独立,且 P (A) > 0,则

P (B|A) = P (B)

2. 若事件 A与事件 B 相互独立,则事件 A与 B、A与 B、A与、B
均独立.

3. 若 n个事件 A1,A2, · · ·,An 相互独立,则
(1) P (A1A2· · ·An) = P (A1)P (A2)· · ·P (An);
(2) A1,A2, · · ·,An 也相互独立;
(3) P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) = 1− P (A1)P (A2)· · ·P (An)
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证明：以 A与 B 和 A与 B 为例,其他情况类似.

P (AB) = P (A−AB) = P (A)− P (AB)

= P (A)− P (A)P (B)

= P (A)(1− P (B))

= P (A)P (B)

P (AB) = P (A ∪ B) = 1− P (A∪B)

= 1− P (A)− P (B) + P (AB)

= 1− P (A)− P (B) + P (A)P (B)

= (1− P (A)) (1− P (B))

= P (A)P (B)
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例 1
某同学买了一台电脑和一部手机, 电脑在 3 年内发生故障的概率为 0.1,
手机在 3年内发生故障的概率为 0.2,求
(1) 3年内电脑和手机都发生故障的概率;
(2) 3年内电脑和手机至少有一个发生故障的概率.

解：设事件 A表示“3年内电脑发生故障”,事件 B 表示“3年内手机发生故
障”.显然,事件 A与 B 相互独立.
(1) 三年内都发生故障的概率为

P (AB) = P (A)P (B) = 0.1× 0.2 = 0.02

(2) 由于事件 A与 B 相互独立,所以事件 A与 B 也相互独立,则至少有一个
发生故障的概率为

P (A∪B) = 1− P (A ∪ B) = 1− P (A)P (B) = 0.28
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例 2
设样本空间内,取得每个样本点是等可能的,以下各种情况A,B,C 三事
件是否相互独立,是否两两独立？
(1) 样本空间 S = {1,2,3,4},事件 A = {1,2},事件 B = {1,3},事
件 C = {1,4}.

(2) 样本空间 S = {1,2,3,4,5,6,7,8},事件 A = {1,2,3,4},事件
B = {1,2,5,6},事件 C = {1,3,7,8}.

(3) 样本空间 S = {1,2,3,4,5,6,7,8},事件 A = {1,2,3,4},事件
B = {1,2,5,6},事件 C = {1,3,6,7}.
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解：样本空间 S = {1,2,3,4},事件 A = {1,2},事件 B = {1,3},事件
C = {1,4}.利用古典概型,计算得

P (A) = P (B) =
1

2
, P (AB) =

1

4

显然
P (AB) = P (A)P (B)

同理经计算可验证,P (AC) = P (A)P (C), P (BC) = P (B)P (C).因此
A,B,C 三事件两两独立.

因为
P (ABC) =

1

4
, P (A)P (B)P (C) =

1

8

因此 A,B,C 三事件不是相互独立.
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解：(2)样本空间 S = {1,2,3,4,5,6,7,8},事件 A = {1,2,3,4},事件
B = {1,2,5,6},事件 C = {1,3,7,8}.利用古典概型,计算得

P (BC) =
1

8
, P (B)P (C) =

1

4

显然
P (BC) ≠ P (B)P (C)

因此 A,B,C 三事件不是两两独立,更不是相互独立.
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例 3
图 1和图 2是两个均由 4个元件 A1,A2,A3,A4 组成的系统.假设每个
元件正常工作的概率均为 0.9, 且各元件工作是相互独立的, 分别求出这
两个系统正常工作的概率.

图: 1 图: 2

解：仍用符号 Ai(i = 1,2,3,4)表示第 i个元件正常工作,设事件 A表示图 1
系统正常工作,事件 B 表示图 2系统正常工作.
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由图 1所示系统可知,事件 A = A1A2 ∪A3A4,系统
正常工作的概率为

P (A) = P (A1A2 ∪A3A4)

= P (A1A2) + P (A3A4)− P (A1A2A3A4)

= 0.92 + 0.92 − 0.94 = 0.9639.

图: 1

由图 2可知,B = (A1 ∪A3)(A2 ∪A4),系统正常工
作的概率为

P (B) = P ((A1 ∪A3)(A2 ∪A4))

= P (A1 ∪A3)× P (A2 ∪A4)

=
(
1− P (A1)P (A3)

)2
= (1− 0.01)2 = 0.9801

图: 2
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例 4
设 0 < P (A)P (B) < 1,且 P (A|B) + P (A|B) = 1.证明 A与 B 相
互独立.

证明：(方法一)由 P (A|B) + P (A|B) = 1, 得到

P (A|B) = 1− P (A|B) = P (A|B)

利用条件概率定义有

P (AB)

P (B)
=

P (AB)

P (B)
=

P (A) − P (AB)

1 − P (B)

恒等变换,得

P (AB) [1− P (B)] = P (B) [P (A)− P (AB)]
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例 4
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例 4
设 0 < P (A)P (B) < 1,且 P (A|B) + P (A|B) = 1.证明 A与 B 相
互独立.

证明：(方法二)因为 0 < P (A)P (B) < 1,所以有 P (B) > 0.
由 P (A|B) + P (A|B) = 1,知 P (A|B) = P (A|B)
对于事件 A由全概率公式可知

P (A) = P (B)P (A|B) + P (B)P (A|B)

= P (A|B)
[
P (B) + P (B)

]
= P (A|B) =

P (AB)

P (B)
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知识点总结

随机事件及其概率 基本概念

随机试验

样本空间、
样本点

随机事件

不可能
事件、必
然事件

概率的定
义及性质事件的运算

贝叶斯理论

条件概率

乘法公式

全概率
公 式

贝叶斯
公 式

等可能概型

古典概型

几何概型

事件的关系

包含、相等

互不相
容、对立

独 立
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例 1
设 A、B、C 为三个事件，试用事件的运算关系表示下列事件：
(1) A、B、C 恰有两个发生；
(2) A、B、C 至少有两个发生；
(3) A、B、C 至多有两个发生.

解：

(1) ABC
∪∪∪

ABC
∪∪∪

ABC

(2) AB
∪∪∪

BC
∪∪∪

AC

(3) ABC
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例 2
设事件A表示“甲商品畅销，乙商品滞销”，则其对立事件A表示

D

.

甲商品滞销，乙商品畅销；(A)
甲乙商品均畅销；(B)
甲乙商品均滞销；(C)
甲商品滞销或乙商品畅销.(D)

解：设事件 B 表示甲商品畅销，事件 C 表示乙商品滞销，则 A = BC，于是
有

A = BC = B
∪∪∪

C

即甲商品滞销或乙商品畅销.
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例 3
对任意事件 A和 B，以下选项与 A

∪∪∪
B = B 不等价的是

C

.

A ⊂ B；(A) B ⊂ A；(B)
AB = ∅∅∅；(C) AB = ∅∅∅.(D)

解：由 A
∪∪∪

B = B 可知 A ⊂ B，等价于 B ⊂ A，等价于 AB = ∅∅∅
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例 4
设事件 A和 B 同时发生时，事件 C 也发生，则

D

.

P (C) = P (A
∩∩∩

B)；(A) P (C) ≤ P (A) + P (B)− 1；(B)

P (C) = P (A
∪∪∪

B)；(C) P (C) ≥ P (A) + P (B)− 1.(D)

解：由事件 A和 B 同时发生时，事件 C 也发生可知 AB ⊂ C，则有

P (AB) ≤ P (C)

又因为

P (AB) = P (A) + P (B)− P (AB) ≥ P (A) + P (B)− 1
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例 5
随机事件 A和 B 同时发生时的概率 P (AB) = 0，则

C

.

A与 B 互斥；(A) AB 是不可能事件；(B)
AB 未必是不可能事件；(C) P (A) = 0或 P (B) = 0.(D)

解：P (AB) = 0 ⇏⇏⇏ AB = ∅∅∅，故选项（A）、（B）、（D）错误.
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例 6
将一枚均匀硬币独立抛掷两次，引入事件A1 =“第一次出现正面”；A2 =
“第二次出现正面”；A3 =“正反面各出现一次”；A4 =“正面出现两
次”，则以下选项正确的是

C

.

A1,A2,A3 相互独立；(A) A2,A3,A4 相互独立；(B)
A1,A2,A3 两两独立；(C) A2,A3,A4 两两独立.(D)

解：由题意可知 A1A2A3 = ∅∅∅，A2A3A4 = ∅∅∅,A3A4 = ∅∅∅，且
P (Ai) ̸= 0(i = 1,2,3,4)，显然有

P (A1A2A3) ̸= P (A1)P (A2)P (A3), P (A2A3A4) ̸= P (A2)P (A3)P (A4)

P (A3A4) ̸= P (A3)P (A4)

79/88



例 6
将一枚均匀硬币独立抛掷两次，引入事件A1 =“第一次出现正面”；A2 =
“第二次出现正面”；A3 =“正反面各出现一次”；A4 =“正面出现两
次”，则以下选项正确的是

C

.

A1,A2,A3 相互独立；(A) A2,A3,A4 相互独立；(B)
A1,A2,A3 两两独立；(C) A2,A3,A4 两两独立.(D)

解：由题意可知 A1A2A3 = ∅∅∅，A2A3A4 = ∅∅∅,A3A4 = ∅∅∅，且
P (Ai) ̸= 0(i = 1,2,3,4)，显然有

P (A1A2A3) ̸= P (A1)P (A2)P (A3), P (A2A3A4) ̸= P (A2)P (A3)P (A4)

P (A3A4) ̸= P (A3)P (A4)

79/88



例 6
将一枚均匀硬币独立抛掷两次，引入事件A1 =“第一次出现正面”；A2 =
“第二次出现正面”；A3 =“正反面各出现一次”；A4 =“正面出现两
次”，则以下选项正确的是 C .

A1,A2,A3 相互独立；(A) A2,A3,A4 相互独立；(B)
A1,A2,A3 两两独立；(C) A2,A3,A4 两两独立.(D)

解：由题意可知 A1A2A3 = ∅∅∅，A2A3A4 = ∅∅∅,A3A4 = ∅∅∅，且
P (Ai) ̸= 0(i = 1,2,3,4)，显然有

P (A1A2A3) ̸= P (A1)P (A2)P (A3), P (A2A3A4) ̸= P (A2)P (A3)P (A4)

P (A3A4) ̸= P (A3)P (A4)

79/88



例 7
对于任意两个随机事件 A与 B，以下选项正确的是

C

.

若 AB ̸= ∅∅∅，则 A与 B 一定独立；(A)
若 AB ̸= ∅∅∅，则 A与 B 有可能独立；(B)
若 AB = ∅∅∅，则 A与 B 一定独立；(C)
若 AB = ∅∅∅，则 A与 B 一定不独立.(D)

解：设随机试验为：掷骰子观察出现的点数
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P (AB) =
1

6
≠ P (A)P (B) =

1

3

故 A与 B 不独立.
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例 8
设A与B是任意的两个随机事件，且A与 C 互不相容，P (AB) =

1

2
，

P (C) =
1

3
，则条件概率 P (AB|C) =

3

4

.

解：P (AB|C) =
P (ABC)

P (C)
=

P (AB) − P (ABC)
2
3

=
3

4
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例 9（随机取数问题）
从 1,2, · · ·,10共十个数字中任取一个，假定每个数字都以

1

10
的概率被

取中，取后还原，先后取出 7个数字，试求下列各事件的概率：
(1) A1 =“7个数字全不相同”；
(2) A2 =“不含 10与 1”；
(3) A3 =“10恰好出现两次”；
(4) A4 =“至少出现两次 10”.

解：

P (A1) =
A7

10

107
;P (A2) =

87

107

P (A3) =
C2

7

107
;P (A4) = 1−

97

107
−

C1
7 × 96

107
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例 10（摸球问题）
袋中装有 α个白球与 β个黑球，现采用以下三种方式从中任取 a+ b个
球 (a ≤ α, b ≤ β)，求取出的球恰好有 a个白球，b个黑球的概率.
(1) 从袋中一次性抽取；
(2) 无放回抽取，每次取一个球，取后不放回；
(3) 有放回抽取，每次取一个球，取后放回.

解：
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解：

（1）一次性抽取：P =
Ca

αC
b
β

Ca+b
α+β
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b
β
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解：

（3）放回抽样：P =
Ca

a+bα
aβb

(α + β)(a+b)
= Ca

a+b

(
α

α + β

)a( β

α + β

)b
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例 11（摸球问题）
袋中装有 α个白球与 β个黑球，现将球一只一只摸出，求第 k(1 ≤ k ≤
α+ β)次摸出的球为白球的概率.

解：设事件 Ak 表示“第 k(1 ≤ k ≤ α+ β)次摸出的是白球”，则

P (A1) =
α

α + β
,P (A2) =?, P (A3) =?

若计算第 3次摸出白球的概率时，要考虑前 2次摸球的各种情形，太过麻烦。
利用古典概型的思想：

P (Ak) =
C1

α(α + β − 1)!

(α + β)!
=

α

α + β

分母：将所有的球一只一只摸出，共有 (α+ β)!种方法.分子：先找一只白球
在第 k次摸出，剩余的球一只一只摸出有 (α+ β − 1)!种方法.
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例 12
向 [0,1]之间随机地投两点，求（1）两点间的距离小于 1

2
的概率；（2）

两点坐标的乘积大于 1
4
的概率.

解：（1）设变量X,Y 分别表示两点的坐标，
则有

0 ≤ X ≤ 1,0 ≤ Y ≤ 1

设事件 A表示“两点间的距离小于 1
2
”，则

A ⇔ |X − Y | <
1

2

故 P (A) =
1 −

(
1
2

)2
1

=
3

4

A

x

y

O 1/2 1

1/2

1
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4x
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4
−

1

2
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例 13
设甲、乙、丙向一敌机射击，甲、乙、丙击中敌机的概率分别为 0.4,0.5,0.7，
若只有一人击中飞机坠毁的概率为 0.2；若有两人击中，飞机坠毁的概
率为 0.6；若有三人击中，飞机坠毁的概率为 0.9.（1）求飞机坠毁的概
率；（2）若已知飞机坠毁，求是两人击中的概率.

解：设事件 A表示“飞机坠毁”，Ai(i = 1,2,3)分别表示“甲、乙、丙击中
飞机”，Bi(i = 1,2,3)表示“有 i人击中飞机”.
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例 13
设甲、乙、丙向一敌机射击，甲、乙、丙击中敌机的概率分别为 0.4,0.5,0.7，
若只有一人击中飞机坠毁的概率为 0.2；若有两人击中，飞机坠毁的概
率为 0.6；若有三人击中，飞机坠毁的概率为 0.9.（1）求飞机坠毁的概
率；（2）若已知飞机坠毁，求是两人击中的概率.

解：设事件 A表示“飞机坠毁”，Ai(i = 1,2,3)分别表示“甲、乙、丙击中
飞机”，Bi(i = 1,2,3)表示“有 i人击中飞机”.
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例 13
设甲、乙、丙向一敌机射击，甲、乙、丙击中敌机的概率分别为 0.4,0.5,0.7，
若只有一人击中飞机坠毁的概率为 0.2；若有两人击中，飞机坠毁的概
率为 0.6；若有三人击中，飞机坠毁的概率为 0.9.（1）求飞机坠毁的概
率；（2）若已知飞机坠毁，求是两人击中的概率.

解：设事件 A表示“飞机坠毁”，Ai(i = 1,2,3)分别表示“甲、乙、丙击中
飞机”，Bi(i = 1,2,3)表示“有 i人击中飞机”.

由题意可知

P (B1) = P (A1A2A3

∪∪∪
A1A2A3

∪∪∪
A1A2A3) = 0.36

P (B2) = P (A1A2A3

∪∪∪
A1A2A3

∪∪∪
A1A2A3

∪∪∪
A1A2A3) = 0.41

P (B3) = P (A1A2A3) = 0.14
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例 13
设甲、乙、丙向一敌机射击，甲、乙、丙击中敌机的概率分别为 0.4,0.5,0.7，
若只有一人击中飞机坠毁的概率为 0.2；若有两人击中，飞机坠毁的概
率为 0.6；若有三人击中，飞机坠毁的概率为 0.9.（1）求飞机坠毁的概
率；（2）若已知飞机坠毁，求是两人击中的概率.

解：设事件 A表示“飞机坠毁”，Ai(i = 1,2,3)分别表示“甲、乙、丙击中
飞机”，Bi(i = 1,2,3)表示“有 i人击中飞机”.

（1）由全概率公式，有

P (A) = P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2) + P (B3)P (A|B3)

= 0.36× 0.2 + 0.41× 0.6 + 0.14× 0.9

= 0.444
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例 13
设甲、乙、丙向一敌机射击，甲、乙、丙击中敌机的概率分别为 0.4,0.5,0.7，
若只有一人击中飞机坠毁的概率为 0.2；若有两人击中，飞机坠毁的概
率为 0.6；若有三人击中，飞机坠毁的概率为 0.9.（1）求飞机坠毁的概
率；（2）若已知飞机坠毁，求是两人击中的概率.

解：设事件 A表示“飞机坠毁”，Ai(i = 1,2,3)分别表示“甲、乙、丙击中
飞机”，Bi(i = 1,2,3)表示“有 i人击中飞机”.

（2）由贝叶斯公式，有

P (B2|A) =
P (B2)P (A|B2)

P (A)
=

0.246

0.444
≈ 0.554
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例 14
设玻璃杯整箱出售，每箱 20 只，各箱含 0,1,2 只残次品的概率分别为
0.8,0.1,0.1，一位顾客预购买一箱玻璃杯，由售货员任取一箱，经顾客开
箱随机查看 4只，若无残次品则购买，否则不买.求（1）顾客购买此箱
玻璃杯的概率 α；（2）顾客购买的此箱玻璃杯中，确实无残次品的概率
β.

解：设 A表示“顾客购买此箱玻璃杯”，Bi 表示“此箱玻璃杯中含有
i(i = 0,1,2)个残次品”.
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例 14
设玻璃杯整箱出售，每箱 20 只，各箱含 0,1,2 只残次品的概率分别为
0.8,0.1,0.1，一位顾客预购买一箱玻璃杯，由售货员任取一箱，经顾客开
箱随机查看 4只，若无残次品则购买，否则不买.求（1）顾客购买此箱
玻璃杯的概率 α；（2）顾客购买的此箱玻璃杯中，确实无残次品的概率
β.

解：设 A表示“顾客购买此箱玻璃杯”，Bi 表示“此箱玻璃杯中含有
i(i = 0,1,2)个残次品”.
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例 14
设玻璃杯整箱出售，每箱 20 只，各箱含 0,1,2 只残次品的概率分别为
0.8,0.1,0.1，一位顾客预购买一箱玻璃杯，由售货员任取一箱，经顾客开
箱随机查看 4只，若无残次品则购买，否则不买.求（1）顾客购买此箱
玻璃杯的概率 α；（2）顾客购买的此箱玻璃杯中，确实无残次品的概率
β.

解：设 A表示“顾客购买此箱玻璃杯”，Bi 表示“此箱玻璃杯中含有
i(i = 0,1,2)个残次品”.

（1）由全概率公式，有

α = P (A) = P (B0)P (A|B0) + P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2)

= 0.8× 1 + 0.1×
C4

19

C4
20

+ 0.1×
C4

18

C4
20

≈ 0.94
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例 14
设玻璃杯整箱出售，每箱 20 只，各箱含 0,1,2 只残次品的概率分别为
0.8,0.1,0.1，一位顾客预购买一箱玻璃杯，由售货员任取一箱，经顾客开
箱随机查看 4只，若无残次品则购买，否则不买.求（1）顾客购买此箱
玻璃杯的概率 α；（2）顾客购买的此箱玻璃杯中，确实无残次品的概率
β.

解：设 A表示“顾客购买此箱玻璃杯”，Bi 表示“此箱玻璃杯中含有
i(i = 0,1,2)个残次品”.

（2）由贝叶斯公式，有

β = P (B0|A) =
P (B0)P (A|B0)

P (A)
=

0.8

0.94
≈ 0.85
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