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二维随机变量
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多维随机变量的必要性

• 船舶运动姿态——六个自由度
• 北斗卫星导航系统定位——卫星位置信息 (X,Y,Z)和时刻信息 T

• 企业经济效益——劳动生产率、资金产值率、资金利润等
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二维随机变量

定义 1
设 S = {e}为试验 E 的样本空间，X = X(e), Y = Y (e)是定义在样
本空间 S 上的两个随机变量，称向量

(X = X(e), Y = Y (e))

为二维随机变量或二维随机向量，简记为 (X,Y ).
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二维随机变量的分布函数

定义 2
设 (X,Y )为二维随机变量，对 ∀x, y ∈ R，二元函数

F (x, y) = P {{X ≤ x} ∩ {Y ≤ y}} = P {X ≤ x,Y ≤ y}

称为二维随机变量 (X,Y )的分布函数，或随机变量X 和 Y 的联合分
布函数.

F (x, y)几何意义：随机变量 (X,Y )的取值在
点 (x, y)左下方无穷矩形区域内的概率。
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分布函数 F (x, y)的性质

(1) 有界性 对于任意的实数 x, y,有 0 ≤ F (x, y) ≤ 1,且

F (−∞,−∞) = 0, F (+∞,+∞) = 1,

F (x,−∞) = F (−∞, y) = 0.

(2) 单调性 F (x, y)是关于变量 x和变量 y 的单调不减函数,即,对于任意
的 y,当 x1 < x2 时,有

F (x1, y) ≤ F (x2, y);

对于任意的 x,当 y1 < y2 时,有

F (x, y1) ≤ F (x, y2).
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分布函数 F (x, y)的性质

(3) 右连续 F (x, y)关于变量 x右连续,关于变量 y 右连续,即,对于任意的
x0,有

lim
x→x

+
0

F (x, y) = F (x0, y);

对于任意的 y0,有
lim

y→y
+
0

F (x, y) = F (x, y0).

(4) 非负性 对于任意 x1 < x2, y1 < y2,有

F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0.

评注：性质 (1) - (4)为二维随机变量分布函数的充要条件。
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二维离散型随机变量

定义 3
如果二维随机变量 (X,Y ) 可能取值为有限的或可数无穷多，则称
(X,Y )为二维离散型随机变量.

定义 4
设二维离散型随机变量 (X,Y ) 的所有取值为 (xi, yj), i, j = 1,2, · · ·，
称

P{X = xi, Y = yj} = pij, i, j = 1,2, · · ·
为二维离散型随机变量 (X,Y )的概率分布或分布律，或随机变量X 和
Y 的联合分布律.
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二维离散型随机变量 (X,Y )的分布律也可用表格形式表示

Y
X

x1 x2 · · · xi · · ·

y1 p11 p21 · · · pi1 · · ·
y2 p12 p22 · · · pi2 · · ·
...

...
...

...
...

yj p1j p2j · · · pij · · ·
...

...
...

...

分布律 P{X = xi, Y = yj} = pij 满足性质

(1) pij ≥ 0;

(2)
∞∑∑∑
i=1

∞∑∑∑
j=1

pij = 1.
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二维离散型随机变量的分布函数

已知二维离散型随机变量 (X,Y )的分布律为

P{X = xi, Y = yj} = pij, i, j = 1,2, · · ·

则二维离散型随机变量的分布函数为

F (x, y) = P{X ≤ x,Y ≤ y} =
∑∑∑
xi≤x

∑∑∑
yj≤y

pij
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例 1
设盒子中有 7 张卡片，其中 2 张一等奖，2 张二等奖，3 张三等奖，现
从中任取 4张，以随机变量X 表示取到一等奖的张数，随机变量 Y 表
示取到三等奖的张数，
(1) 求 (X,Y )的分布律；
(2) 求 F (1,1).

解：(1) X 的所有可能取值为 0, 1, 2，Y 的所有可能取值为 0, 1, 2, 3，分别计
算每个事件的概率，如

P{X = 0, Y = 0} = 0, P{X = 0, Y = 1} = 0,

P{X = 0, Y = 2} =
3

35
, P{X = 1, Y = 2} =

12

35
, · · ·
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因此 (X,Y )的分布律为

Y

X
0 1 2

0 0 0 1
35

1 0 6
35

6
35

2 3
35

12
35

3
35

3 2
35

2
35

0

(2) F (1,1) = P{X ≤ 1, Y ≤ 1} =
∑∑∑
i≤1

∑∑∑
j≤1

pij =
6
35

.
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二维连续型随机变量

定义 5
设二维随机变量 (X,Y ) 的分布函数为 F (x, y)，若存在非负函数
f(x, y),使得对于任意实数 x, y,有

F (x, y) = P{X ≤ x,Y ≤ y} =

∫∫∫ x

−∞

∫∫∫ y

−∞
f(u, v)dudv

则称 (X,Y )为二维连续型随机变量，函数 f(x, y)称为二维连续型随
机变量 (X,Y ) 的概率密度或密度函数，也称为随机变量 X 和 Y 的联
合概率密度．
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概率密度 f(x, y)的性质

(1) ∀x, y ∈ R,f(x, y) ≥ 0;

(2)
∫∫∫+∞
−∞

∫∫∫+∞
−∞ f(x, y)dxdy = F (+∞,+∞) = 1;

(3) f(x, y)的连续点处,有

∂2F (x, y)

∂x∂y
= f(x, y);

(4) 设 G为任意平面区域,则

P{(X,Y ) ∈ G} =

∫∫
G

f(x, y)dxdy.

性质 (1)、(2)为二元函数 f(x, y)是概率密度的充要条件.
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例 2
设二维随机变量 (X,Y )具有概率密度

f(x, y) =

{
ke−(3x+4y), x > 0, y > 0,

0, 其他.

求：(1)常数 k；(2)分布函数 F (x, y)；(3)概率 P{Y ≤ X}.

解：(1)由概率密度性质可知∫∫∫ +∞

0

∫∫∫ +∞

0
ke−(3x+4y)dxdy =

k

12
= 1

因此 k = 12.
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(2)由分布函数定义

F (x, y) = P{X ≤ x,Y ≤ y} =

∫∫∫ x

−∞

∫∫∫ y

−∞
f(x, y)dxdy

可知

F (x, y) =

{∫∫∫ y
0 dy

∫∫∫ x
0 12e

−(3x+4y)dx, x > 0, y > 0,

0, 其他.

=

{
(1− e−3x)(1− e−4y), x > 0, y > 0,

0, 其他.
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(3) P{Y ≤ X}

P{Y ≤ X} =

∫∫
G1+G2

f(x, y)dσ

=

∫∫∫ +∞

0
dx

∫∫∫ x

0
12e−(3x+4y)dy

=
4

7
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边缘分布
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二维随机变量的边缘分布函数

定义 6
设二维随机变量 (X,Y )的分布函数为 F (x, y),称

FX(x) = P{X ≤ x}和FY (y) = P{Y ≤ y}

为随机变量 (X,Y )关于随机变量X 和随机变量 Y 的边缘分布函数.

边缘分布函数 FX(x), FY (y)与分布函数 F (x, y)有如下关系:

FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ≤ x,Y < +∞} = F (x,+∞)

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{X < +∞, Y ≤ y} = F (+∞, y)
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二维离散型随机变量的边缘分布函数

设二维离散型随机变量 (X,Y )的分布律为

P{X = xi, Y = yj} = pij, i, j = 1,2, · · ·

随机变量X,Y 的边缘分布函数为

FX(x) = F (x,+∞) = P{X ≤ x,Y < +∞} =
∑∑∑
xi≤x

+∞∑∑∑
j=1

pij

FY (y) = F (+∞, y) = P{X < +∞, Y ≤ y} =
∑∑∑
yj≤y

+∞∑∑∑
i=1

pij
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二维离散型随机变量的边缘分布律

定义 7
设二维离散型随机变量 (X,Y ) 的分布律为 P{X = xi, Y = yj} =
pij, i, j = 1,2, · · ·,称

P{X = xi} =

+∞∑∑∑
j=1

pij = pi·, i = 1,2, · · ·

P{Y = yj} =

+∞∑∑∑
i=1

pij = p·j, j = 1,2, · · ·

为随机变量 (X,Y )关于随机变量X 和随机变量 Y 的边缘分布律.
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例 1
设袋中装有 2 个白球，3 个红球，现从袋中无放回地随机抽取两次，定
义随机变量X,Y 如下

X =

{
1, 第一次取出白球,

0, 第一次取出红球.
,Y =

{
1, 第二次取出白球,

0, 第二次取出红球.

求随机变量 (X,Y )的联合分布律及边缘分布律.

Y

X
0 1 p·j

0

3
5
× 2

4
2
5
× 3

4
3
5

1

3
5
× 2

4
2
5
× 1

4
2
5

pi·

3
5

2
5

1
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例 2
设随机变量 (X,Y )的分布律分别为

Y
X

0 1

0 0.1 0.4
1 0.4 0.1

Y
X

0 1

0 0.2 0.3
1 0.3 0.2

求它们的边缘分布律.

解：由 (X,Y )的联合分布律确定X 和 Y 的边缘分布律均为

X 0 1

pk 0.5 0.5

Y 0 1

pk 0.5 0.5

是否能由边缘分布律确定联合分布律，如果可以，条件是什么？
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二维连续型随机变量的边缘概率密度

由边缘分布函数及连续型随机变量的定义，可定义二维连续型随机变量的边缘
概率密度.

定义 8
设 (X,Y ) 为二维连续型随机变量, 概率密度为 f(x, y), 称随机变量
X,Y 的概率密度 fX(x), fY (y)为 (X,Y )的边缘概率密度，且有

fX(x) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dy;

fY (y) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dx.
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例 3
设二维随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
6, x2 ≤ y ≤ x,0 ≤ x ≤ 1,

0, 其他.

求边缘概率密度 fX(x), fY (y).

解：由边缘概率密度的定义 fX(x) =
∫∫∫+∞
−∞ f(x, y)dy，计算可得

fX(x) =

{∫∫∫ x
x2 6dy = 6(x− x2), 0 ≤ x ≤ 1,

0, 其他.

同理， fY (y) =

{∫∫∫√
y

y 6dx = 6(
√
y − y), 0 ≤ y ≤ 1,

0, 其他.
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二维正态分布

定义 9
如果二维连续型随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1 − ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)2

σ2
1

−2ρ(x−µ1)(y−µ2)
σ1σ2

+
(y−µ2)2

σ2
2

]

−∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞, 其中 µ1, µ2, σ1 > 0, σ2 >
0,−1 < ρ < 1均为常数,则称 (X,Y )服从参数为 µ1, µ2, σ1, σ2, ρ的
二维正态分布,记作

(X,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ)
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例 4
设二维随机变量 (X,Y ) 服从二维正态分布，即 (X,Y ) ∼
N(µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ)，求X 和 Y 的边缘分布.

解：(X,Y )的概率密度为：

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1 − ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)2

σ2
1

−2ρ(x−µ1)(y−µ2)
σ1σ2

+
(y−µ2)2

σ2
2

]

其中 −∞ < x,y < +∞, µ1, µ2, σ1 > 0, σ2 > 0,−1 < ρ < 1均为常数.

因为 fX(x) =
∫∫∫+∞
−∞ f(x, y)dy，先处理 f(x, y)的指数部分.
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改写 f(x, y)的指数部分

−
1

2(1 − ρ2)

[
(x − µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x − µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

]
为

−
1

2

[
ρ

x − µ1

σ1

√
1 − ρ2

−
y − µ2

σ2

√
1 − ρ2

]2
−

(x − µ1)
2

2σ2
1

.

再对其积分

∫∫∫ +∞

−∞
exp

−
1

2

[
ρ

x − µ1

σ1

√
1 − ρ2

−
y − µ2

σ2

√
1 − ρ2

]2 dy

作变换 (注意把 x看作常量)
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改写 f(x, y)的指数部分
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2

σ2
1

− 2ρ
(x − µ1)(y − µ2)

σ1σ2
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(y − µ2)
2

σ2
2
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−
1

2

[
ρ

x − µ1

σ1

√
1 − ρ2

−
y − µ2

σ2

√
1 − ρ2

]2
−

(x − µ1)
2

2σ2
1

.

再对其积分

∫∫∫ +∞

−∞
exp

−
1

2

[
ρ

x − µ1

σ1

√
1 − ρ2

−
y − µ2

σ2

√
1 − ρ2

]2 dy

作变换 (注意把 x看作常量)
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−∞
exp
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1

2

[
ρ

x − µ1

σ1

√
1 − ρ2

−
y − µ2

σ2

√
1 − ρ2

]2 dy

令
t = ρ

x − µ1

σ1

√
1 − ρ2

−
y − µ2

σ2

√
1 − ρ2

,

则

fX(x) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y) dy

=
σ2

√
1 − ρ2

2πσ1σ2

√
1 − ρ2

exp
{
−

(x − µ1)
2

2σ2
1

}∫∫∫ +∞

−∞
exp

{
−

t2

2

}
dt.

注意到上式中的积分恰好等于
√
2π ,所以有

fX(x) =
1

√
2πσ1

exp
{
−

(x − µ1)
2

2σ2
1

}
.
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由此可知 (X,Y )关于X 的边缘概率密度为

fX(x) =
1

√
2πσ1

exp
{
−

(x − µ1)
2

2σ2
1

}
.

其为一维正态分布N(µ1, σ
2
1)的密度函数，即X ∼ N(µ1, σ

2
1) .

同理可知 Y ∼ N(µ2, σ
2
2) .

由此可见

• 二维正态分布的边缘分布均为一维正态分布.
• 二维正态分布的边缘分布中不含参数 ρ，从而当 µ1, µ2, σ1, σ2 固定不变
而 ρ变化时，X 和 Y 的分布不变，(X,Y )的联合分布发生变化.

• 由联合分布可以确定边缘分布，由边缘分布分一般不能确定联合分布.
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条件分布
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二维离散型随机变量的条件分布

定义 10
设 (X,Y )为二维离散型随机变量,对于给定的 yj ,若 P{Y = yj} > 0,
称

P{X = xi|Y = yj} =
P{X = xi, Y = yj}

P{Y = yj}
=

pij

p·j
, i = 1,2, · · ·

为 Y = yj 的条件下,随机变量X 的条件分布律.

条件分布律表格形式

X x1 x2 · · · xi · · ·

P{X = xi|Y = yj}
p1j

p·j

p2j

p·j
· · · pij

p·j
· · ·
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二维离散型随机变量的条件分布

同理，对于给定的 xi，若 P{X = xi} > 0,称

P{Y = yj|X = xi} =
P{X = xi, Y = yj}

P{X = xi}
=

pij

pi·
, j = 1,2, · · ·

为X = xi 的条件下,随机变量 Y 的条件分布律.

条件分布律表格形式

Y y1 y2 · · · yj · · ·

P{Y = yj|X = xi} pi1

pi·

pi2

pi·
· · · pij

pi·
· · ·
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条件分布律 P{X = xi|Y = yj}满足性质

(1) P{X = xi|Y = yj} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
i=1

P{X = xi|Y = yj} =
+∞∑∑∑
i=1

pij

p·j
= 1.

条件分布律 P{Y = yj|X = xi}满足性质

(1) P{Y = yj|X = xi} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
j=1

P{Y = yj|X = xi} =
+∞∑∑∑
j=1

pij

pi·
= 1.

34/113



条件分布律 P{X = xi|Y = yj}满足性质

(1) P{X = xi|Y = yj} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
i=1

P{X = xi|Y = yj} =
+∞∑∑∑
i=1

pij

p·j
= 1.

条件分布律 P{Y = yj|X = xi}满足性质

(1) P{Y = yj|X = xi} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
j=1

P{Y = yj|X = xi} =
+∞∑∑∑
j=1

pij

pi·
= 1.

34/113



条件分布律 P{X = xi|Y = yj}满足性质

(1) P{X = xi|Y = yj} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
i=1

P{X = xi|Y = yj} =
+∞∑∑∑
i=1

pij

p·j
= 1.

条件分布律 P{Y = yj|X = xi}满足性质

(1) P{Y = yj|X = xi} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
j=1

P{Y = yj|X = xi} =
+∞∑∑∑
j=1

pij

pi·
= 1.

34/113



条件分布律 P{X = xi|Y = yj}满足性质

(1) P{X = xi|Y = yj} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
i=1

P{X = xi|Y = yj} =
+∞∑∑∑
i=1

pij

p·j
= 1.

条件分布律 P{Y = yj|X = xi}满足性质

(1) P{Y = yj|X = xi} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
j=1

P{Y = yj|X = xi} =
+∞∑∑∑
j=1

pij

pi·
= 1.

34/113



条件分布律 P{X = xi|Y = yj}满足性质

(1) P{X = xi|Y = yj} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
i=1

P{X = xi|Y = yj} =
+∞∑∑∑
i=1

pij

p·j
= 1.

条件分布律 P{Y = yj|X = xi}满足性质

(1) P{Y = yj|X = xi} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
j=1

P{Y = yj|X = xi} =
+∞∑∑∑
j=1

pij

pi·
= 1.

34/113



条件分布律 P{X = xi|Y = yj}满足性质

(1) P{X = xi|Y = yj} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
i=1

P{X = xi|Y = yj} =
+∞∑∑∑
i=1

pij

p·j
= 1.

条件分布律 P{Y = yj|X = xi}满足性质

(1) P{Y = yj|X = xi} ≥ 0;

(2)
+∞∑∑∑
j=1

P{Y = yj|X = xi} =
+∞∑∑∑
j=1

pij

pi·
= 1.

34/113



例 1
设袋中装有 2 个白球，3 个红球，现从袋中无放回地随机抽取两次，定
义随机变量X,Y 如下

X =

{
1, 第一次取出白球,

0, 第一次取出红球.
,Y =

{
1, 第二次取出白球,

0, 第二次取出红球.

(1) 求X = 0条件下，Y 的条件分布律；
(2) 求 Y = 0条件下，X 的条件分布律.

解：(1)在X = 0条件下，袋中还剩 2个白球和 2个红球，则有

P{Y = 0|X = 0} =
P{X = 0, Y = 0}

P{X = 0}
=

1

2
,
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P{Y = 1|X = 0} =
P{X = 0, Y = 1}

P{X = 0}
=

1

2
.

故在X = 0条件下，Y 的条件分布律为

Y 0 1

P{Y = yj|X = 0} 1
2

1
2

(2)在 Y = 0条件下，

P{X = 0|Y = 0} =
P{X = 0, Y = 0}

P{Y = 0}
=

1

2
,

P{X = 1|Y = 0} =
P{X = 1, Y = 0}

P{Y = 0}
=

1

2
.

故在 Y = 0条件下，X 的条件分布律为

X 0 1

P{X = xi|Y = 0} 1
2

1
2
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P{Y = 1|X = 0} =
P{X = 0, Y = 1}

P{X = 0}
=

1

2
.

故在X = 0条件下，Y 的条件分布律为

Y 0 1

P{Y = yj|X = 0} 1
2

1
2

(2)在 Y = 0条件下，

P{X = 0|Y = 0} =
P{X = 0, Y = 0}

P{Y = 0}
=

1

2
,

P{X = 1|Y = 0} =
P{X = 1, Y = 0}

P{Y = 0}
=

1

2
.

故在 Y = 0条件下，X 的条件分布律为

X 0 1

P{X = xi|Y = 0} 1
2

1
2 36/113



例 2
某人练习投篮，设其每次投篮的命中率均为 p(0 < p < 1)，投篮练习直
至命中 2次为止，以X 表示首次命中所进行的投篮次数，以 Y 表示一
共进行的投篮次数，求二维随机变量 (X,Y )的分布律和条件分布律．

解：(方法一) (X,Y )的联合分布律为

P{X = m,Y = n} = p2(1− p)n−2, n = 2,3, · · ·,m = 1, · · ·, n− 1.

X 的边缘分布律为

P{X = m} =

+∞∑∑∑
n=m+1

P{X = m,Y = n}

=

+∞∑∑∑
n=m+1

p2(1− p)n−2 = p(1− p)m−1,m = 1,2, · · ·
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(X,Y )的联合分布律为

P{X = m,Y = n} = p2(1− p)n−2, n = 2,3, · · ·,m = 1, · · ·, n− 1.

Y 的边缘分布律为

P{Y = n} =

n−1∑∑∑
m=1

P{X = m,Y = n}

=

n−1∑∑∑
m=1

p2(1− p)n−2

= (n− 1)p2(1− p)n−2, n = 2,3, · · ·
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对于给定的 n(n = 2,3, · · ·)，在 Y = n的条件下，X 的条件分布律为：

P{X = m|Y = n} =
p2(1 − p)n−2

(n − 1)p2(1 − p)n−2

=
1

n − 1
,m = 1,2, · · ·, n− 1.

对于给定的m(m = 1,2, · · ·)，在X = m的条件下，Y 的条件分布律为：

P{Y = n|X = m} =
p2(1 − p)n−2

p(1 − p)m−1

= p(1− p)n−m−1, n = m+ 1,m+ 2, · · ·
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解：(方法二,等可能概型) 对于给定的 n(n = 2,3, · · ·)，在 Y = n的条件
下，X 的所有可能取值为 1,2, · · ·, n− 1，且等取每个值的可能性相同，则X
的条件分布律为：

P{X = m|Y = n} =
1

n − 1
,m = 1,2, · · ·, n− 1.

对于给定的m(m = 1,2, · · ·)，在X = m的条件下，Y 的所有可能取值为
m+ 1,m+ 2, · · ·，且等取每个值的可能性相同，则 Y 的条件分布律为：

P{Y = n|X = m} = p(1− p)n−m−1.
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P{X = m|Y = n} =
1

n − 1
,m = 1,2, · · ·, n− 1.
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二维连续型随机变量的条件分布

设二维连续型随机变量 (X,Y )的概率密度为 f(x, y)，边缘概率密度为
fX(x), fY (y) ,因为连续型随机变量取某个值的概率为零，即
P{Y = y} = 0，所以将 P{X ≤ x|Y = y}等价表示为当 ε → 0时，
P{X ≤ x|y ≤ Y ≤ y + ε}的极限，即

P{X ≤ x|Y = y} = lim
ε→0

P{X ≤ x, y ≤ Y ≤ y + ε}
P{y ≤ Y ≤ y + ε}

= lim
ε→0

∫ x
−∞

∫ y+ε
y f(x, y)dxdy∫ y+ε
y fY (y)dy

= lim
ε→0

∫ x
−∞

{
1
ε

∫ y+ε
y f(x, y)dy

}
dx

1
ε

∫ y+ε
y fY (y)dy
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当 fY (y), f(x, y)在 y 处连续时，由积分中值定理可得

lim
ε→0

1

ε

∫∫∫ y+ε

y
f(x, y)dy = f(x, y)

lim
ε→0

1

ε

∫∫∫ y+ε

y
fY (y)dy = fY (y)

所以有

P{X ≤ x|Y = y} = lim
ε→0

∫ x
−∞

{
1
ε

∫ y+ε
y f(x, y)dy

}
dx

1
ε

∫ y+ε
y fY (y)dy

=

∫∫∫ x

−∞

f(x, y)

fY (y)
dx.

同理可得 P{Y ≤ y|X = x} =
∫∫∫ y
−∞

f(x,y)
fX(x)

dy.
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二维连续型随机变量的条件概率密度

定义 11
设二维连续型随机变量 (X,Y ) 的概率密度为 f(x, y), 边缘概率密度为
fX(x), fY (y)，对于任意使得 fY (y) > 0的 y,称

FX|Y (x|y) =
∫∫∫ x

−∞

f(x, y)

fY (y)
dx 和 fX|Y (x|y) =

f(x, y)

fY (y)

为 Y = y 的条件下,随机变量X 的条件分布函数和条件概率密度.

同理可得X = x条件下,随机变量 Y 的条件分布函数和条件概率密度分别为

FY |X(y|x) =
∫∫∫ y

−∞

f(x, y)

fX(x)
dy 和 fY |X(y|x) =

f(x, y)

fX(x)
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例 3
设 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
xe−x(1+y), x > 0, y > 0,

0, 其他.

(1) 求 fY |X(y|x)；
(2) 求 P{Y > 1|X = 3}

解：(1)由题意可知

fX(x) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dy =

{
e−x, x > 0,

0, x ≤ 0.
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当 x > 0时，在X = x的条件下，Y 的条件概率密度为

fY |X(y|x) =
f(x, y)

fX(x)
=

{
xe−xy, y > 0,

0, y ≤ 0.

(2)当X = 3时，有

P{Y > 1|X = 3} =

∫∫∫ +∞

1
fY |X(y|3)dy =

∫∫∫ +∞

1
3e−3ydy = e−3
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当 x > 0时，在X = x的条件下，Y 的条件概率密度为
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二维均匀分布

定义 12
如果二维连续型随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
1
A
, (x, y) ∈ G,

0, 其他.

其中 A是平面区域 G的面积,则称 (X,Y )服从区域 G上的均匀分布.

注： 若 (X,Y )在 G上服从均匀分布，则 (X,Y )落在区域 G的任何一个子
区域内的概率只与子区域的面积成正比，与子区域的形状、位置无关.

46/113



二维均匀分布

定义 12
如果二维连续型随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
1
A
, (x, y) ∈ G,

0, 其他.

其中 A是平面区域 G的面积,则称 (X,Y )服从区域 G上的均匀分布.

注： 若 (X,Y )在 G上服从均匀分布，则 (X,Y )落在区域 G的任何一个子
区域内的概率只与子区域的面积成正比，与子区域的形状、位置无关.

46/113



例 4
设二维随机变量 (X,Y )在圆域 x2+y2 ≤ 1上服从均匀分布，当−1 <
y < 1，求条件概率密度 fX|Y (x|y).

解：(1)由题意可知 (X,Y )的概率密度为 f(x, y) =

{
1
π
, x2 + y2 ≤ 1,

0, 其他.
，则

Y 的边缘概率密度为

fY (y) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dx =


∫∫∫√1−y2

−
√

1−y2

1

π
dx, −1 < y < 1,

0, 其他.

=

{
2
π

√
1 − y2, −1 < y < 1,

0, 其他.
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于是当 −1 < y < 1时，在 Y = y 的条件下，X 的条件概率密度为

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)
=


1

2
√
1 − y2

, −
√
1 − y2 ≤ x ≤

√
1 − y2,

0, 其他.
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例 5
设数 X 在区间 (0,1) 上随机取值，当观察到 X = x(0 < x < 1) 时，
数 Y 在 (x,1)上随机取值，求 Y 的概率密度 fY (y).

解：(1)由题意可知X 的概率密度为

fX(x) =

{
1, 0 < x < 1,

0, 其他.

当 0 < x < 1时，在X = x的条件下，Y 的条件概率密度为

fY |X(y|x) =
{

1
1−x

, x < y < 1,

0, 其他.
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于是 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) = fX(x)fY |X(y|x) =


1

1 − x
, 0 < x < y < 1,

0, 其他.

所以有

fY (y) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dx,

=


∫∫∫ y

0

1

1 − x
dx, 0 < y < 1,

0, 其他.

=

{
− ln (1− y), 0 < y < 1,

0, 其他.
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随机变量的独立性
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随机变量的独立性

定义 13
设 (X,Y )为二维随机变量，如果对于任意的 x, y ∈ R,都有

P{X ≤ x,Y ≤ y} = P{X ≤ x}P{Y ≤ y}

即
F (x, y) = FX(x)FY (y)

其中 F (x, y), FX(x), FY (y)为联合分布函数和边缘分布函数，则称随
机变量X 与 Y 相互独立.
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离散型随机变量的独立性

若 (X,Y )为二维离散型随机变量，则随机变量X 和 Y 相互独立的充要条件：
对于任意的 i, j = 1,2, · · ·,有

P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi}P{Y = yj}

记为
pij = pi·p·j

此时有
P{X = xi|Y = yj} = P{X = xi}

P{Y = yj|X = xi} = P{Y = yj}
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连续型随机变量的独立性

若 (X,Y )为二维连续型随机变量，则随机变量X 和 Y 相互独立的充要条件：
联合概率密度等于边缘概率密度乘积，即

f(x, y) = fX(x)fY (y)
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例 1
设二维随机变量 (X,Y )的分布律为
(1) 求X 与 Y 的边缘分布律；
(2) 判断X 与 Y 是否独立.

Y
X

0 1

0 0.2 0.2
1 0.3 0.3

解：(1) 显然X 与 Y 的边缘分布律为

X 0 1

pi· 0.5 0.5

Y 0 1

p·j 0.4 0.6

Y
X

0 1 p·j

0 0.2 0.2 0.4
1 0.3 0.3 0.6

pi· 0.5 0.5

(2) 经验证，对任意的 i, j 有 pij = pi·p·j，故X 与 Y 独立.
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例 2
设随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
4e−2x−2y, x > 0, y > 0,

0, 其他.

判断X,Y 是否独立？

解：X 的边缘概率密度为

fX(x) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dy =

{
2e−2x, x > 0,

0, 其他.
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−∞
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同理可求得 Y 的边缘概率密度 fY (y) =

{
2e−2y, y > 0,
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例 3
设随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
2, x > 0,0 < y < 1− x,

0, 其他.

判断X,Y 是否独立？

解：X 与 Y 的边缘概率密度分别为

fX(x) =

{
2(1− x), 0 < x < 1,

0, 其他.
,fY (y) =

{
2(1− y), 0 < y < 1,

0, 其他.

因为 f(x, y) ̸= fX(x)fY (y)，所以X 与 Y 不独立.
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例 4
设 (X,Y )服从二维正态分布，

X ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ)

证明X 与 Y 相互独立的充要条件是 ρ = 0.

证明： 必要性 已知X 与 Y 相互独立，即

f(x, y) = fX(x)fY (y)

并且已经证明二维正态分布的边缘分布为一维正态分布，即

X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)
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计算 fX(x)fY (y)可得

fX(x)fY (y) =
1

2πσ1σ2
exp

{
−

1

2

[
(x − µ1)

2

σ2
1

+
(y − µ2)

2

σ2
2

]}
因为 f(x, y) = fX(x)fY (y)，所以有 ρ = 0.

充分性 已知 ρ = 0，所以二维正态分布的概率密度此时为

f(x, y) =
1

2πσ1σ2
exp

{
−

1

2

[
(x − µ1)

2

σ2
1

+
(y − µ2)

2

σ2
2

]}
显然有 f(x, y) = fX(x)fY (y)，故X 与 Y 相互独立. □
注

• X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2);

• X 与 Y 相互独立的充要条件是 ρ = 0.
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计算 fX(x)fY (y)可得
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σ2
2
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n维随机向量简介

设 E 是一个随机试验，样本空间为 S = {e}，定义在样本空间上的 n个随机
变量为X1 = X1(e),X2 = X2(e), · · ·,Xn = Xn(e). 由它们构成的向量

X = (X1,X2, · · ·,Xn)

称为 n维随机变量或 n维随机向量，Xi 称为X 的第 i个分量 (或坐标).
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n随机变量的分布函数

对任意实数 x1, x2, · · ·, xn 称函数

F (x1, x2, · · ·, xn) = P{X1 ≤ x1,X2 ≤ x2, · · ·,Xn ≤ xn}

为 n维随机变量X = (X1,X2, · · ·,Xn)的分布函数.
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n维离散型随机变量及其分布律

若 n维随机变量X = (X1,X2, · · ·,Xn)的所有可能取值是有限组或可列无
穷多组，则称X = (X1,X2, · · ·,Xn)为 n维离散型随机变量，表示
X = (X1,X2, · · ·,Xn)的所有可能取值及取值的概率的表达式称为 n维离散
型随机变量X = (X1,X2, · · ·,Xn)的分布律.
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n维连续型随机变量及其概率密度函数

若存在非负可积函数，对任意实数 x1, x2, · · ·, xn 有

F (x1, x2, · · ·, xn)=

∫∫∫ x1

−∞
· · ·
∫∫∫ xn

−∞
f(x1, x2, · · ·, xn)dx1dx2· · ·dxn

则称 (X1,X2, · · ·,Xn)为 n维连续型随机变量，f(x1, x2, · · ·, xn)称为
(X1,X2, · · ·,Xn)的概率密度.
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n维随机变量的边缘分布

已知随机变量 (X1,X2, · · ·,Xn)的分布函数为 F (x1, x2, · · ·, xn)，则
(X1,X2, · · ·,Xn)的 k(1 ≤ k < n)维边缘分布函数就随之确定.

例如，(X1,X2, · · ·,Xn)的关于X1 与 (X1,X2)的边缘分布函数分别为

FX1(x1) = F (x1,+∞, · · ·,+∞)

FX1,X2(x1, x2) = F (x1, x2,+∞· · ·,+∞)
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n维离散型随机变量的边缘分布律

已知 P{X1 = x1,X2 = x2, · · ·,Xn = xn}是离散型随机变量
(X1,X2, · · ·,Xn)的分布律，则 (X1,X2, · · ·,Xn)的 k(1 ≤ k < n)维边缘
分布律就随之确定.

例如，(X1,X2, · · ·,Xn)的关于X1 与 (X1,X2)的边缘分布律分别为

P{X1 = xi1} =
∑∑∑

i2,i3,··· ,in

P{X1 = xi1,X2 = xi2, · · ·,Xn = xin}

P{X1 = xi1X2 = xi2} =
∑∑∑

i3,i4,··· ,in

P{X1 = xi1, · · ·,Xn = xin}
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n维连续型随机变量的边缘概率密度

已知 f(x1, x2, · · ·, xn)是连续型随机变量 (X1,X2, · · ·,Xn)的概率密度，则
(X1,X2, · · ·,Xn)的 k(1 ≤ k < n)维边缘概率密度就随之确定.

例如，(X1,X2, · · ·,Xn)的关于X1 与 (X1,X2)的边缘概率密度分别为

fX1(x1) =

∫∫∫ +∞

−∞
· · ·
∫∫∫ +∞

−∞
f(x1, x2, · · ·, xn)dx2· · ·dxn

fX1,X2(x1, x2) =

∫∫∫ +∞

−∞
· · ·
∫∫∫ +∞

−∞
f(x1, x2, · · ·, xn)dx3· · ·dxn
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n维连续型随机变量的边缘概率密度

若 n维随机变量的联合分布函数等于一维边缘分布函数的乘积，即

F (x1, x2, · · ·, xn) = FX1(x1)FX2(x2)· · ·FXn(xn)

则称X1,X2, · · ·,Xn 相互独立.

若X1,X2, · · ·,Xn 相互独立且具有相同的分布，简称独立同分布，此时有

F (x1, x2, · · ·, xn) =

n∏∏∏
i=1

F (xi)

其中 F (x)为Xi(i = 1,2, · · ·, n)的分布函数.
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n维连续型随机变量的边缘概率密度

若有m+ n维随机变量的联合分布函数等于m维与 n边缘分布函数的乘积，
即

F (x1, x2, · · ·, xm,y1, y2, · · ·, yn)

= F1(x1, x2, · · ·, xm)F2(y1, y2, · · ·, yn)

其中 F1, F2, F 分别为随机变量
(X1,X2, · · ·,Xm),(Y1, Y2, · · ·, Yn),(X1,X2, · · ·,Xm, Y1, Y2, · · ·, Yn)的分
布函数. 则称 (X1,X2, · · ·,Xm)与 (Y1, Y2, · · ·, Yn)相互独立.
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n维随机变量的独立性

定理 14
设 (X1,X2, · · ·,Xm) 与 (Y1, Y2, · · ·, Yn) 相互独立，则 Xi(i =
1,2, · · ·,m)与 Yj(j = 1,2, · · ·, n)相互独立.

定理 15
设 (X1,X2, · · ·,Xm)与 (Y1, Y2, · · ·, Yn)相互独立，若

h(x1, x2, · · ·, xm)和g(y1, y2, · · ·, yn)

是连续函数，则 h(X1,X2, · · ·,Xm)和 g(Y1, Y2, · · ·, Yn)相互独立.
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两个随机变量函数的分布
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两个离散型随机变量的函数 Z = g(X,Y )的分布

设 (X,Y )为一个二维随机变量，z = g(x, y)为一个已知的二元连续函数，则
Z = g(X,Y )是随机变量X,Y 的函数，也是一个随机变量.

设 (X,Y )为二维离散型随机变量，求随机变量 Z = g(X,Y )的分布律的步
骤为：

(1) 计算 Z = g(X,Y )的所有可能取值

zl, l = 1,2, · · ·

(2) 计算 P{Z = zl}的概率

P{Z = zl} =
∑∑∑

g(xi,yj)=zl

pij, l = 1,2, · · ·
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例 1
设随机变量X 与 Y 相互独立，分布律分别为

X 0 1 2
pk 0.5 0.3 0.2

Y 0 2
pk 0.6 0.4

(1)求 Z = X + Y 的分布律；(2)求M = max(X,Y )的分布律.
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例 1
设随机变量X 与 Y 相互独立，分布律分别为

X 0 1 2
pk 0.5 0.3 0.2

Y 0 2
pk 0.6 0.4

(1)求 Z = X + Y 的分布律；(2)求M = max(X,Y )的分布律.

解：(1)Z = X + Y 的所有可能取值为 0,1,2,3,4，取相应值的概率为

P{Z = 0} = P{X = 0, Y = 0} = 0.5× 0.6 = 0.3

P{Z = 1} = P{X = 1, Y = 0} = 0.3× 0.6 = 0.18

P{Z = 2} = P{X = 2, Y = 0}+ P{X = 0, Y = 2} = 0.12 + 0.2 = 0.32

P{Z = 3} = P{X = 1, Y = 2} = 0.3× 0.4 = 0.12

P{Z = 4} = P{X = 2, Y = 2} = 0.2× 0.4 = 0.08
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例 1
设随机变量X 与 Y 相互独立，分布律分别为

X 0 1 2
pk 0.5 0.3 0.2

Y 0 2
pk 0.6 0.4

(1)求 Z = X + Y 的分布律；(2)求M = max(X,Y )的分布律.

综上，Z = X + Y 的分布律为

Z 0 1 2 3 4

pk 0.3 0.18 0.32 0.12 0.08
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(2)M = max(X,Y )的所有可能取值为 0,1,2，取相应值的概率为

P{M = 0} = P{X = 0, Y = 0} = 0.5× 0.6 = 0.3

P{M = 1} = P{X = 1, Y = 0} = 0.3× 0.6 = 0.18

P{M = 2} = 1− P{M = 0} − P{M = 1} = 0.52
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例 1
设随机变量X 与 Y 相互独立，分布律分别为

X 0 1 2
pk 0.5 0.3 0.2

Y 0 2
pk 0.6 0.4

(1)求 Z = X + Y 的分布律；(2)求M = max(X,Y )的分布律.

M = max(X,Y )的分布律为

M 0 1 2

pk 0.3 0.18 0.52
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两个连续型随机变量的函数 Z = g(X,Y )的分布

设 (X,Y )为二维连续型随机变量，概率密度为 f(x, y)，求随机变量
Z = g(X,Y )的概率密度 fZ(z)的步骤为：

(1) 求 Z = g(X,Y )的分布函数

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{g(X,Y ) ≤ z} =

∫∫
g(x,y)≤z

f(u, v)dudv

(2) 对 FZ(z)关于 z 求导，得到概率密度

fZ(z) = F ′
Z(z)
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Z = X + Y 的分布

设 (X,Y )的概率密度为 f(x, y)，则 Z = X + Y 的分布函数为

FZ(z) = P{Z ≤ z} =

∫∫
x+y≤z

f(x, y)dxdy

=

∫∫∫ +∞

−∞

(∫∫∫ z−y

−∞
f(x, y)dx

)
dy

令u=x+y
===============

∫∫∫ +∞

−∞

(∫∫∫ z

−∞
f(u− y, y)dy

)
du

交换积分次序=================
∫∫∫ z

−∞

(∫∫∫ +∞

−∞
f(u− y, y)du

)
dy

Z 概率密度为

fZ(z) = F ′
Z(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(z − y, y)dy
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−∞

(∫∫∫ z−y

−∞
f(x, y)dx

)
dy

令u=x+y
===============

∫∫∫ +∞

−∞

(∫∫∫ z

−∞
f(u− y, y)dy

)
du

交换积分次序=================
∫∫∫ z

−∞

(∫∫∫ +∞

−∞
f(u− y, y)du

)
dy

Z 概率密度为

fZ(z) = F ′
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Z = X + Y 的分布

同理，Z 的概率密度还可以表示为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx

综上，设 (X,Y )的概率密度为 f(x, y)，则 Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx, 或fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(z − y, y)dy

当X,Y 相互独立时，Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx或fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y)dy
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Z = X + Y 的分布

定理 16
设 (X,Y )的概率密度为 f(x, y)，则 Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx, 或fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(z − y, y)dy

当X,Y 相互独立时,Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z−x)dx或fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(z−y)fY (y)dy

其中 fX(x), fY (y)分别为随机变量X 与 Y 的边缘概率密度.

积分
∫∫∫+∞
−∞ fX(x)fY (z − x)dx和

∫∫∫+∞
−∞ fX(z − y)fY (y)dy 也称为函数

fX(x)和 fY (y)的卷积，记为 fX(x) ∗ fY (y).
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例 2
设随机变量 X 与 Y 相互独立，且均服从正态分布 N(0,1)，求 Z =
X + Y 的概率密度.

解：因为X 与 Y 的概率密度为
fX(x) = 1√

2π
e−

x2

2 , x ∈ R;fY (y) = 1√
2π

e−
y2

2 , y ∈ R，且X 与 Y 相互独立，
所以 Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx =

∫∫∫ +∞

−∞

1
√
2π

e−
x2

2
1

√
2π

e−
(z−x)2

2 dx

=
1

√
2π

√
2
e
− z2

2(
√

2)
2
, z ∈ R

注： 由 Z 的概率密度可知，Z ∼ N(0,2).
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相互独立的正态分布有如下结论：

(1) 设X,Y 相互独立，且X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，则

Z = X + Y 仍服从正态分布，且有

Z ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)

(2) 若Xi ∼ N(µi, σ
2
i ), i = 1,2, · · ·, n，且相互独立，则

Z = X1 +X2 + · · ·+Xn 仍服从正态分布，且有

Z ∼ N(µ1 + µ2 + · · ·+ µn, σ
2
1 + σ2

2 + · · ·+ σ2
n)

(3) 有限个相互独立的服从正态分布的随机变量的线性组合，仍然服从正态分
布.
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例 3
设 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
2e−(2x+y), x > 0, y > 0,

0, 其他.

求 Z = X + Y 的概率密度.

解：Z 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(z − y, y)dy

当 z ≤ 0时，对于任意的 y 均有 f(z − y, y) = 0，此
时有 fZ(z) = 0；
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当 z > 0，且 y ∈ (0, z)时，有 f(z − y, y) > 0，从而

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(z − y, y)dy =

∫∫∫ z

0
2e−(2(z−y)+y)dy = 2e−z − 2e−2z

所以 Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =

{
2e−z − 2e−2z, z > 0,

0, z ≤ 0.
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当 z > 0，且 y ∈ (0, z)时，有 f(z − y, y) > 0，从而
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例 4
设X,Y 的概率密度分别为

fX(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1,

0, 其他.
,fY (y) =

{
e−y, y > 0,

0, 其他.

已知X,Y 相互独立，求 Z = X + Y 的概率密度.

解：由X,Y 相互独立，Z 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx
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当 z ≤ 0时，对于任意的 x均有 fX(x)fY (z− x) = 0，此时有 fZ(z) = 0；

当 0 < z ≤ 1，且 x ∈ (0, z)时，有 fX(x)fY (z − x) > 0，此时有

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx =

∫∫∫ z

0
e−(z−x)dx = 1− e−z

当 z > 1，且 x ∈ (0,1)时，有 fX(x)fY (z − x) > 0，此时有

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx =

∫∫∫ 1

0
e−(z−x)dx = e−z(e− 1)

所以 Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =


1− e−z, 0 < z ≤ 1,

e−z(e− 1), z > 1,

0, z ≤ 0.
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Z = X − Y 的分布

定理 17
设 (X,Y )的概率密度为 f(x, y)，则 Z = X − Y 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(z + y, y)dy

当X,Y 相互独立时，Z = X − Y 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(z + y)fY (y)dy

其中 fX(x), fY (y)分别为随机变量X 与 Y 的边缘概率密度.
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Z = X
Y
,W = XY 的分布

定理 18
设 (X,Y )的概率密度为 f(x, y)，则 Z = X

Y
,W = XY 的概率密度分

别为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
|y|f(zy, y)dy , fW (w) =

∫∫∫ +∞

−∞

1

|x|
f

(
x,

w

x

)
dx

当X,Y 相互独立时，概率密度分别为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
|y|fX(zy)fY (y)dy , fW (w) =

∫∫∫ +∞

−∞

1

|x|
fX(x)fY

(
w

x

)
dx
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例 5
设X,Y 的概率密度分别为

fX(x) =

{
e−x, x > 0,

0, 其他.
,fY (y) =

{
2e−2y, y > 0,

0, 其他.

已知X,Y 相互独立，求 Z = X
Y
的概率密度.

解：由X,Y 相互独立，Z 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
|y|fX(zy)fY (y)dy
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由密度函数 fX(x) =

{
e−x, x > 0,

0, 其他.
,fY (y) =

{
2e−2y, y > 0,

0, 其他.
可知

当 z ≤ 0时，对于任意的 y 均有 |y|fX(zy)fY (y) = 0，此时有 fZ(z) = 0

当 z > 0，且 y > 0时，有 |y|fX(zy)fY (y) > 0，此时有

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
|y|fX(zy)fY (y)dy =

∫∫∫ +∞

0
ye−yz2e−2ydy =

2

(2 + z)2

所以 Z = X
Y
的概率密度为

fZ(z) =


2

(2 + z)2
, z > 0,

0, z ≤ 0.
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例 6
设X,Y 相互独立，均服从正态分布N(0,1)，求 Z = X

Y
的概率密度.

解：由X,Y 相互独立，可知 Z 的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
|y|fX(zy)fY (y)dy

X 与 Y 的概率密度 fX(x) =
1

√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R;fY (y) =
1

√
2π

e−
y2

2 , y ∈ R

所以 Z = X
Y
的概率密度为

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞

1

2π
|y|e−

y2(1+z2)
2 dy =

1

π(1 + z2)
,−∞ < z < +∞.
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M = max(X,Y )及N = min(X,Y )的分布

设随机变量X 和 Y 相互独立，分布函数分别记为 FX(x)和 FY (y)，则

FM(z) = P{M ≤ z} = P{max(X,Y ) ≤ z}
= P{X ≤ z,Y ≤ z}
= P{X ≤ z}P{Y ≤ z}
= FX(z)FY (z)

FN(z) = P{N ≤ z} = 1− P{min(X,Y ) > z}
= 1− P{X > z,Y > z}
= 1− P{X > z}P{Y > z}
= 1− (1− P{X ≤ z})(1− P{Y ≤ z})
= 1− (1− FX(z))(1− FY (z))
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更一般地，设X1,X2, · · ·,Xn 是相互独立的随机变量序列，分布函数分别记
为 FX1(x), FX2(x)· · ·, FXn(x)，记

M = max (X1,X2, · · ·,Xn) ,N = min (X1,X2, · · ·,Xn)

则

FM(z) = FX1(z)FX2(z)· · ·FXn(z)

FN(z) = 1− (1− FX1(z))(1− FX2(z))· · ·(1− FXn(z))

当X1,X2, · · ·,Xn 独立同分布，分布函数为 F (x)时，有

FM(z) = (F (z))n

FN(z) = 1− (1− F (z))n
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例 7
设系统 L由两个相互独立的子系统 L1, L2 连接而成，设 L1, L2 的寿命
分别为随机变量X,Y，概率密度分别为

fX(x) =

{
αe−αx, x > 0,

0, 其他.
,fY (y) =

{
βe−βy, y > 0,

0, 其他.

其中 α > 0, β > 0，求系统 L 在串联、并联两种情况下的寿命 Z1 和
Z2 的概率密度.
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解：依题意，串联情况的寿命 Z1 = min(X,Y )，并联情况的寿命
Z2 = max(X,Y ).

X,Y 的分布函数为

FX(x) =

{
1− e−αx, x > 0,

0, 其他.
,FY (y) =

{
1− e−βy, y > 0,

0, 其他.
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Z1 的概率密度为

fZ1(z) = F ′
Z1

(z) =

{
(α+ β)e−(α+β)z, z > 0,

0, 其他.
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FZ2(z) = FX(z)FY (z) =

{(
1− e−αz

) (
1− e−βz

)
, z > 0,

0, 其他.
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Z2 的分布函数为

FZ2(z) = FX(z)FY (z) =

{(
1− e−αz

) (
1− e−βz

)
, z > 0,

0, 其他.

Z2 的概率密度为

fZ2(z) = F ′
Z2

(z) =

{
αe−αz + βe−βz − (α+ β)e−(α+β)z, z > 0,

0, 其他.
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例 8
设X,Y 相互独立，均服从N(0, σ2)，求 Z =

√
X2 + Y 2的概率密度.

解：由题意可知 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) = fX(x)fY (y) =
1

√
2πσ

e−
x2

2σ2
1

√
2πσ

e−
y2

2σ2 =
1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2

Z 的分布函数为

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P

{√
X2 + Y 2 ≤ z

}
=

∫∫
√

x2+y2≤z

f(x, y)dxdy
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FZ(z) =

∫∫
√

x2+y2≤z

1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2 dxdy

当 z ≤ 0时，FZ(z) = 0

当 z > 0时，FZ(z) =

∫∫∫ z

0

r

σ2
e−

r2

2σ2 dr = 1− e−
z2

2σ2

Z 的分布函数为

FZ(z) =

{
1− e−

z2

2σ2 , z > 0,

0, 其他.

Z 的概率密度为

fZ(z) = F ′
Z(z) =

{
z
σ2e

− z2

2σ2 , z > 0,

0, 其他.
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一个离散型和一个连续型随机变量的函数 Z = g(X,Y )的分布

设X 的分布律为
X x1 x2 · · · xi · · ·
pk p1 p2 · · · pi · · ·

Y 为连续型随机变量，求随机变量 Z = g(X,Y )的分布函数 FZ(z)的步骤
为：

(1) 写出分布函数的定义

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{g(X,Y ) ≤ z}

(2) 针对离散型随机变量，利用全概率公式，得到分布函数
FZ(z) = P{g(X,Y ) ≤ z}

=
∑∑∑
i

P{X = xi}P{g(X,Y ) ≤ z|X = xi}

=
∑∑∑
i

P{X = xi}P{g(xi, Y ) ≤ z}
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例 9
设随机变量X 与 Y 相互独立，X 的分布率为

P{X = i} =
1

3
, i = −1,0,1.

Y 的概率密度为

fY (y) =

{
1, 0 ≤ y < 1,

0, 其他.

求 Z = X + Y 的概率密度 fZ(z).

解：先求随机变量 Z 的分布函数

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{X + Y ≤ z}
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运用全概率公式计算概率

P{X + Y ≤ z} =P{X = −1}P{X + Y ≤ z|X = −1}
+ P{X = 0}P{X + Y ≤ z|X = 0}
+ P{X = 1}P{X + Y ≤ z|X = 1}

因此 Z 的分布函数为

FZ(z) =
1

3
P{Y ≤ z + 1}+

1

3
P{Y ≤ z}+

1

3
P{Y ≤ z − 1}

=
1

3
[FY (z + 1)+ FY (z) + FY (z − 1)]

所以 Z 的概率密度为

fZ(z) = F ′
Z(z) =

{
1
3
, −1 ≤ z < 2,

0, 其他.
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多维随机变量及其分布习题
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知识点总结

多维随机变
量及其概率

二维随
机变量

定义，主
要类型：
离散、连续

独立性：
定义、充
要条件

概率分布

随机变
量函数
的分布

离散型
连续型

分布函
数 法

公式法

X±Y

XY

X
Y

max

min

分布函数 联合分
布函数

边缘分
布函数

离散型

联合分
布 律

边缘分
布 律

条件分
布 律

连续型

联合概
率密度

边缘概
率密度

条件概
率密度

常见分布

二维均匀

二维正态
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例 1
设二维随机变量 (X,Y )的分布函数为

F (x, y) = A(B + arctanx)(C + arctany)

则 A = ，B = ，C = .

解：由分布函数的性质有 F (+∞,+∞) = A

(
B +

π

2

)(
C +

π

2

)
= 1

F (−∞, y) = A

(
B −

π

2

)
(C + arctany) = 0

F (x,−∞) = A (B + arctanx)
(
C −

π

2

)
= 0

解得 A =
1

π2
,B = C =

π

2
.
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例 2
设二维随机变量 (X,Y )在D上服从均匀分布，其中D是由 y = 1

x
, y =

0, x = 1, x = e2 围成的区域. 则 (X,Y ) 关于 X 的边缘概率密度在
x = 2处的值为 .

解 SD =
∫∫∫ e2

1
1
x
dx = ln e2 = 2，故 f(x, y) =

{
1
2
, (x, y) ∈ D,

0, (x, y) ̸∈ D.

因此 fX(x) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dy =

{∫∫∫ 1
x
0

1
2
dy, 1 < x < e2,

0, 其他.

=

{
1
2x

, 1 < x < e2,

0, 其他.
因此 fX(2) = 1

4
.
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例 3
设随机变量X 与 Y 相互独立，且分别服从参数为 1与参数为 4的指数
分布，则 P{X < Y } =

A

.

1

5
(A)

1

3
(B)

2

5
(C)

4

5
(D)

解：由题意可知 f(x, y) = fX(x)fY (y) =

{
4e−x−4y, x > 0, y > 0,

0, 其他.

P{X < Y } =

∫∫
x<y

f(x, y)dxdy =

∫∫∫ +∞

0
dx
∫∫∫ +∞

x
4e−x−4ydy

=

∫∫∫ +∞

0
e−5xdx =

1

5
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例 4
设随机变量 X 与 Y 满足 P{X ≥ 0, Y ≥ 0} = 3

7
，P{X ≥ 0} =

P{Y ≥ 0} = 4
7
，则 P{max(X,Y ) ≥ 0} =

B

.

16

49
(A)

5

7
(B)

3

7
(C)

40

49
(D)

解：由题意可知

P{max(X,Y ) ≥ 0} = 1− P{max(X,Y ) < 0}
= 1− P{X < 0, Y < 0}

= 1−
2

7
=

5

7
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例 5
设随机变量 X 与 Y 相互独立，下表列出了 (X,Y ) 的联合分布律及边
缘分布律中的部分数值，请将其余数值填入表中空白处.

X

Y
y1 y2 y3 pi·

x1

1
24

1
8

1
12

1
4

x2
1
8

3
8

1
4

3
4

p·j
1
6

1
2

1
3

1
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缘分布律中的部分数值，请将其余数值填入表中空白处.

X

Y
y1 y2 y3 pi·

x1
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例 6
已知随机变量X1 与X2 的分布律如下

X1 −1 0 1

pk
1
4

1
2

1
4

X2 0 1

pk
1
2

1
2

且 P{X1X2 = 0} = 1，求（1）(X1,X2) 的联合分布律；（2）X1 与
X2 是否独立.

解：由 P{X1X2 = 0} = 1可知 P{X1X2 ̸= 0} = 0即

P{X1 = −1,X2 = 1} = P{X1 = 1,X2 = 1} = 0

所以联合分布律与边缘分布律写在同一表格中有
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X2

X1 −1 0 1 p·j

0

1
4

0 1
4

1
2

1 0

1
2

0 1
2

pi·
1
4

1
2

1
4

1

于是得到 (X1,X2)的联合分布律.

（2）由于

0 = P{X1 = −1,X2 = 1} ̸= P{X1 = −1}P{X2 = 1} =
1

2
×

1

4

故X1 与X2 不独立.
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例 7
设二维随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
A, 0 < x < 1,0 < y < 2x,

0, 其他.

求：（1）常数A；（2）边缘概率密度 fY (y)及条件概率密度 fX|Y (x, y)；（3）
概率 P{X + Y < 1}；（4）Z = 2X − Y 的概率密度 fZ(z).

解：（1）由概率密度性质
∫∫∫+∞
−∞

∫∫∫+∞
−∞ f(x, y)dxdy = 1有∫∫∫ 1

0
dx
∫∫∫ 2x

0
Ady = 1, 故A = 1.
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（2）(X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
1, 0 < x < 1,0 < y < 2x,

0, 其他.
Y 的边缘概率密度为

fY (y) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dx =

{∫∫∫ 1
y
2
1dx, 0 < y < 2

0, 其他.
=

{
1− y

2
, 0 < y < 2

0, 其他.

当 0 < y < 2时，在 Y = y 的条件下，随机变量X 的条件概率密度为

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)
=

{
2

2−y
, y

2
< x < 1,

0, 其他.
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（3）

P{X + Y < 1} =

∫∫
x+y<1

f(x, y)dxdy

=

∫∫∫ 2
3

0
dy
∫∫∫ 1−y

y
2

dx =
1

3
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（4）设 Z 的分布函数为 FZ(z)，由定义有

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{2X − Y ≤ z}

=

∫∫
2x−y≤z

f(x, y)dxdy

当 z ≤ 0时，FZ(z) = 0;

当 z ≥ 2时，FZ(z) = 1;

当 0 < z < 2时，

FZ(z) = SD = 1−
1

2

(
1−

z

2

)
2

(
1−

z

2

)
= z −

1

4
z2.

故 Z = 2X − Y 概率密度为

fZ(z) =

{
1− z

2
, 0 < z < 2,

0, 其他.
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例 8
设二维随机变量X 与 Y 独立同分布，其分布律为

X 0 1

pk
1
3

2
3

求：U = max(X,Y ), V = min(X,Y ),W = XY 的分布律.
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设二维随机变量X 与 Y 独立同分布，其分布律为

X 0 1

pk
1
3

2
3

求：U = max(X,Y ), V = min(X,Y ),W = XY 的分布律.

解：U,V,W 的所有可能取值均为 0,1其中

P{U = 0} = P{max(X,Y ) = 0} = P{X = 0, Y = 0} =
1

3
×

1

3
=

1

9

P{V = 1} = P{min(X,Y ) = 1} = P{X = 1, Y = 1} =
2

3
×

2

3
=

4

9

P{W = 1} = P{XY = 1} = P{X = 1, Y = 1} =
2

3
×

2

3
=

4

9
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例 8
设二维随机变量X 与 Y 独立同分布，其分布律为

X 0 1

pk
1
3

2
3

求：U = max(X,Y ), V = min(X,Y ),W = XY 的分布律.

U = max(X,Y ), V = min(X,Y ),W = XY 的分布律分别为

U 0 1

pk
1
9

8
9

V 0 1

pk
5
9

4
9

W 0 1

pk
5
9

4
9

110/113



例 9
设某商品一周的需求量X 是一个随机变量，其概率密度为

f(x) =

{
xe−x, x > 0,

0, x ≤ 0.

并设各周的需求量是独立同分布的，求（1）两周需求量的概率密度函
数；（2）三周需求量的概率密度函数.

解：（1）设随机变量 Y 也表示一周的需求量，Z 表示两周的需求量，则有
Z = X + Y .

fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx
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fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx

当 z ≤ 0时，对于任意的 x均有
fX(x)fY (z − x) = 0此时 fZ(z) = 0；
当 z > 0时，

fZ(z) =

∫∫∫ z

0
xe−x(z−x)e−(z−x)dx =

1

6
z3e−z

故两周的需求量的概率密度为

fZ(z) =

{
1
6
z3e−z, z > 0,

0, z ≤ 0.

112/113



fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx

当 z ≤ 0时，对于任意的 x均有
fX(x)fY (z − x) = 0此时 fZ(z) = 0；

当 z > 0时，

fZ(z) =

∫∫∫ z

0
xe−x(z−x)e−(z−x)dx =

1

6
z3e−z

故两周的需求量的概率密度为

fZ(z) =

{
1
6
z3e−z, z > 0,

0, z ≤ 0.

112/113



fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx

当 z ≤ 0时，对于任意的 x均有
fX(x)fY (z − x) = 0此时 fZ(z) = 0；
当 z > 0时，

fZ(z) =

∫∫∫ z

0
xe−x(z−x)e−(z−x)dx =

1

6
z3e−z

故两周的需求量的概率密度为

fZ(z) =

{
1
6
z3e−z, z > 0,

0, z ≤ 0.

112/113



fZ(z) =

∫∫∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx

当 z ≤ 0时，对于任意的 x均有
fX(x)fY (z − x) = 0此时 fZ(z) = 0；
当 z > 0时，

fZ(z) =

∫∫∫ z

0
xe−x(z−x)e−(z−x)dx =

1

6
z3e−z

故两周的需求量的概率密度为

fZ(z) =

{
1
6
z3e−z, z > 0,

0, z ≤ 0.

112/113



（2）设该商品的三周需求量为W，则W = Z +X，Z 和X 的概率密度分别
为

fZ(z) =

{
1
6
z3e−z, z > 0,

0, z ≤ 0.
, f(x) =

{
xe−x, x > 0,

0, x ≤ 0.

W 的概率密度为

fW (w) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(z,w − z)dz =

∫∫∫ +∞

−∞
fZ(z)fX(w − z)dz

当 w ≤ 0时，fW (w) = 0;
当 w > 0时，fW (w) =

∫∫∫ w
0

1
6
z3e−z(w − z)e−(w−z)dz = 1

120
w5e−w

即 fW (w) =

{
1

120
w5e−w, w > 0,

0, w ≤ 0.
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