
大工至善
        大学至真

概率论与数理统计

概率论与数理统计教研团队1

1 数学科学学院
哈尔滨工程大学

2024年 春



目 录

第六章：数理统计的基本概念
6.1总体与样本
总体与个体
样本
样本的联合分布
6.2统计量
统计量的定义
常用的统计量
样本矩与总体矩的关系
6.3抽样分布
抽样分布
正态总体样本均值与样本方差的分布
数理统计的基本概念习题

1/70



数理统计是数学的一个分支，分为描述统计和推断统计. 它以概率论为基础，
研究大量随机现象的统计规律性.

描述统计的任务是搜集资料，进行整理、分组，编制次数分配表，绘制次数分
配曲线，计算各种特征指标，以描述资料分布的集中趋势、离中趋势和次数分
布的偏斜度等；推断统计是在描述统计的基础上，根据样本资料归纳出的规律
性，对总体进行推断和预测.
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数理统计的发展大致可分为古典时期、近代时期和现代时期三个阶段

1. 古典时期 (19世纪以前)
◦ 描述性的统计学形成和发展阶段，是数理统计的萌芽时期.

2. 近代时期 (19世纪末至 1945年)
◦ 数理统计的主要分支建立，是数理统计的形成时期.

3. 现代时期 (1945年以后)
◦ 数理统计在理论研究和应用方面不断地向纵深发展，并产生一些新的分支和
边缘性的新学科，如最优设计和非参数统计推断等.
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数理统计中，被研究的随机变量的分布一般是未知的，或者分布类型已知，但
其中包含未知的参数，通常需要从所研究的对象全体中抽取一部分进行观测或
试验，从而对分布或者未知参数做出统计推断.

数理统计研究的内容
(1) 试验的设计和研究

◦ 如何有效地收集、整理、分析所获得的有限的资料.
(2) 统计推断

◦ 通过对收集的数据进行分析研究，从而对所研究的问题，尽可能地做出精确
而可靠的结论.

本章主要介绍统计推断的有关基本概念、基本理论和方法.
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总体与样本
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总体

1. 总体

◦ 在统计学中，把与所研究问题有关对象的全体构成的集合称为总体.
2. 个体

◦ 组成总体的每个成员称为个体.

3. 总体容量

◦ 总体中所包含的个体的个数称为总体的容量.

4. 总体类型

◦ 有限总体和无限总体.

例如 测量某班级学生的身高.
♣全班学生身高的测量值为总体；
♣每个学生身高的测量值为一个个体；
♣总体容量为全班学生人数，是有限的，此时为有限总体；
♣若将问题换成测量全国大学生的身高，样本容量为全国大学生的人数也是有
限的，但是容量很大，此时也可以认为它是一个无限总体.
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在数理统计研究中，人们往往关心研究对象的某一项（或几项）数量指标，对
这一指标进行试验，观察试验结果，考察该数量指标的分布情况，每个具体的
数量指标的全体就是总体，从而可以用随机变量及其分布来描述，因此理论上
可以把总体与随机变量等同看待.

例如：研究某批次 LED灯泡的寿命时，关心的数量指标就是寿命，于是此总
体可以用随机变量X 表示，或用其分布函数 F (x)表示.鉴于此，常用随机变
量的记号或用其分布函数表示总体，如总体X 或总体 F (x).
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样本

总体分布一般是未知的，或者分布类型已知，但其中包含未知的参数，为了推
断总体分布及各种特征，需按一定规则从总体中抽取部分个体进行观察试验，
以获得有关总体的信息，这一抽取过程称为“抽样”，所抽取的部分个体称为
样本，样本中包含个体的数目称为样本容量.

对于无限总体或总体容量远大于样本容量的有限总体，将不放回抽样近似看成
有放回抽样.

从总体X 中按着某种方式进行抽样，抽取之前无法预知每个个体数量指标的
取值，因此可用随机变量 (X1,X2, · · ·,Xn)表示样本容量为 n的一个样本；
抽取后经过试验得到一组确定的值 (x1, x2, · · ·, xn)，称为样本容量为 n的样
本值或样本观测值.

简单随机样本

(1) 代表性：X1,X2, · · ·,Xn 与总体X 具有相同的分布；
(2) 独立性：X1,X2, · · ·,Xn 相互独立.
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例
检测某工厂生产的一批产品的质量，需进行抽样验收，请指出总体、个
体及样本.

解：设总体X 表示产品的质量指标，可定义

X =

{
1, 产品为不合格品,
0, 产品为合格品.

个体与总体同分布，即个体表示为

Xi =

{
1, 第 i件产品为不合格品,
0, 第 i件产品为合格品.

样本容量为 n的样本表示为 (X1,X2, · · ·,Xn).
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样本的联合分布

总体X 的样本容量为 n的样本 (X1,X2, · · ·,Xn)是一个 n维随机变量，称
X1,X2, · · ·,Xn 的联合分布为样本的联合分布.

1. 设总体X 的分布函数为 F (x)，则样本 (X1,X2, · · ·,Xn)的联合分布函
数为

F (x1, x2, · · ·, xn) =

n∏∏∏
i=1

F (xi)
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例 1
设 (X1,X2, · · ·,Xn)是来自总体X 的一个样本，当总体X ∼ P (λ)和
X ∼ N(µ,σ2)时，求样本的联合分布律或者联合概率密度.
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其中 xi = 0,1, · · ·, i = 1,2, · · ·, n
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统计量
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统计量

在实际应用中，当从某总体中抽取一个样本 (X1,X2, · · ·,Xn)后，并不能直
接用它去对总体的有关性质和特征进行推断，这是因为样本虽然是从总体中获
取的代表，含有总体性质的信息，但仍较分散. 为了推断总体，必须把分散在
样本中的信息集中起来，针对不同的研究目的，构造不同的样本函数，这种函
数在统计学中称为统计量.

定义 1
设 X1,X2, · · ·,Xn 是从总体 X 中抽取的容量为 n 的一个样本，如果
由此样本构造一个函数 T = T (X1,X2, · · ·,Xn)，不依赖于任何未知参
数，则称函数 T 是一个统计量.

通常，又称 T = T (X1,X2, · · ·,Xn)为样本统计量.当获得样本的一组观测值
x1, x2, · · ·, xn 后，代入 T，计算出数值 T (x1, x2, · · ·, xn)，获得了一个具体
的统计量值.
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例
设 X1,X2, · · ·,Xn 是从正态总体 N(µ,σ2) 中抽取的容量为 n 的一个
样本，其中 µ,σ2 未知，

1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)是统计量

1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)− µ不是统计量
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常见的统计量——样本矩

定义 2
设X1,X2, · · ·,Xn 是从总体X 中抽取的容量为 n的一个样本.

(1) 样本均值 X =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi，反映总体X 数学期望的信息，是最常

用的统计量.

(2) 样本方差 S2 =
1

n − 1

n∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2，反映的是总体X 方差的信

息，称 S 为样本标准差，样本方差和样本标准差是最常用的统计量.

(3) 样本 k阶原点矩 Ak =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xk
i , k = 1,2, · · ·

(4) 样本 k阶中心矩 Bk =
1

n

n∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)k
, k = 1,2, · · ·
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显然，样本 1阶原点矩 A1 就是样本均值X；样本 2阶中心矩 B2 与样本方差
S2 满足

B2 =
n − 1

n
S2

设 x1, x2, · · ·, xn 是样本X1,X2, · · ·,Xn 的一组观测值，统计量的值

x =
1

n

n∑∑∑
i=1

xi , s
2 =

1

n − 1

n∑∑∑
i=1

(xi − x)2

也称为样本均值和样本方差.
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定理 3
设 X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体 X 的一个样本，若总体 X 的数学期望
E(X) = µ 和方差 D(X) = σ2 存在，且 k 阶原点矩也存在，并设
E(Xk) = µk，则样本矩具有如下性质

(1) E(X) = µ,D(X) =
σ2

n
；

(2) E(Ak) = µk；
(3) E(S2) = σ2.

其中X,S2,Ak 分别为样本均值、样本方差、样本的 k阶原点矩.
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证明：(1) X =
1

n

n∑
i=1

Xi

E
(
X
)
= E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

n

n∑
i=1

E(X) = µ

D
(
X
)
= D

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
1

n2

n∑
i=1

D(X) =
σ2

n

(2) E(Ak) = µk

E (Ak) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xk
i

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xk
i ) =

1

n

n∑
i=1

E(Xk) = µk

注： Xk
1 , X

k
2 · · · , Xk

n 独立同分布，且 k阶原点矩存在，由辛钦大数定律有

Ak =
1

n

n∑
i=1

Xk
i

P−−→ µk(n → ∞)
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(3) E(S2) = σ2，其中 S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −X

)2

因为
n∑

i=1

(
Xi −X

)2
=

n∑
i=1

X2
i − nX

2

又因为

E(X2
i ) = D(Xi) +

[
E(Xi)

]2
= σ2 + µ2, E(X

2
) = D(X) +

[
E(X)

]2
=

σ2

n
+ µ2.

所以有

E

(
n∑

i=1

(
Xi −X

)2)
= E

(
n∑

i=1

X2
i − nX

2

)
= n(σ2 + µ2)− n

(
σ2

n
+ µ2

)
= (n− 1)σ2

两边同除以 n− 1得 E(S2) = σ2.
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例 1
设总体X 服从参数为 λ的泊松分布，(X1,X2, · · ·,Xn)是来自总体X
的一个容量为 n的样本，样本均值为X，样本方差为 S2，求：(1)E

(
X
)
；

(2)D
(
X
)
；(3)E (S2)；(4)E

(
X

2
)
.

解：总体为泊松分布，所以总体均值和方差为 E(X) = λ,D(X) = λ.

(1) E
(
X
)
= E(X) = λ；

(2) D
(
X
)
=

1

n
D(X) =

λ

n
；

(3) E
(
S2
)
= D(X) = λ；

(4) E
(
X

2
)
= D

(
X
)
+
[
E
(
X
) ]2

=
λ

n
+ λ2.
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例 2
设总体 X 服从区间 (0, θ) 上的均匀分布，其中 θ > 0 是未知的参数，
(X1,X2, · · ·,Xn)是来自总体 X 的一个容量为 n的样本，下列样本的
函数中哪些是统计量，哪些不是.

T1 =
X1 + X2 + · · · + X6

6
, T2 = X6 − θ,

T3 = X6 −E(X1), T4 = max(X1,X2, · · ·,X6).

解：T1, T4 是统计量，T2, T3 不是统计量.
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抽样分布
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统计量的分布称为抽样分布. 在使用统计量进行推断时，通常需要知道统计量
的分布.有很多推断是基于正态分布假设的，以标准正态分布为基石而构造的
三个著名统计量在实际中有广泛的应用，它们被称为统计中的“三大抽样分
布”.
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χ2 分布

定义 4
设X1,X2, · · ·,Xn 为来自标准正态总体N(0,1)的样本，则统计量

χ2 = X2
1 +X2

2 + · · ·+X2
n

服从自由度为 n的 χ2 分布，简记为 χ2 ∼ χ2(n)分布.

χ2(n)分布的概率密度函数

f(x) =


x

n
2−1e−

x
2

2
n
2Γ(n

2
)
, x > 0,

0, 其他.

式中 Γ(r) =
∫∫∫+∞
0 e−xxr−1dx为 Γ函数,其中 r > 0.
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χ2 分布的性质

χ2 分布的概率密度图像如图所示

χ2 分布的性质

(1) 设 χ2 ∼ χ2(n),则 E(χ2) = n,D(χ2) = 2n;
(2) 设 Y1 ∼ χ2(n1), Y2 ∼ χ2(n2),且 Y1, Y2 相互独立，则有

Y1 + Y2 ∼ χ2(n1 + n2)

(3) 设 χ2 ∼ χ2(n),当 n → ∞, χ2 分布近似于N(n,2n).
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χ2 分布的分位点

定义 5
设 χ2 ∼ χ2(n)，对于给定的 0 < α < 1，若实数 b满足

P
{
χ2 > b

}
= α

则称数 b为 χ2 分布的上 α分位点，记作 χ2
α(n).

χ2
α(n)可通过 χ2 分布表查到，例如

χ2
0.1(25) = 34.382.

当 n > 45时，可利用近似公式

χ2
α(n) ≈

1

2

(
zα +

√
2n − 1

)2
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例 1
设总体 X 服从正态分布 N(µ,σ2)，X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体 X 的

一个容量为 n的样本，求 1
σ2

n∑∑∑
i=1

(Xi − µ)2 服从什么分布？

解：因为总体X ∼ N(µ,σ2)，所以Xi ∼ N(µ,σ2)，则

Xi − µ

σ
∼ N(0,1), i = 1,2, · · ·, n

又因为 Xi−µ
σ

, i = 1,2, · · ·, n相互独立，则(
X1 − µ

σ

)2

+

(
X2 − µ

σ

)2

+ · · ·+
(
Xn − µ

σ

)2

=
1

σ2

n∑∑∑
i=1

(Xi − µ)2

故 1
σ2

n∑∑∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2(n)
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例 2
设 X1,X2, · · ·,X10 是来自总体 X ∼ N(0,0.32) 的一个样本，求

P

{
10∑∑∑
i=1

X2
i > 1.44

}
，已知 χ2

0.1(10) = 15.987.

解：因为总体X ∼ N(0,0.32)，所以Xi ∼ N(0,0.32)，则

Xi

0.3
∼ N(0,1), i = 1,2, · · ·,10

(
X1

0.3

)2

+

(
X2

0.3

)2

+ · · ·+
(
X10 − µ

0.3

)2

=
1

0.09

10∑∑∑
i=1

X2
i ∼ χ2(10)

故 P

{
10∑∑∑
i=1

X2
i > 1.44

}
= P

{
1

0.09

10∑∑∑
i=1

X2
i > 1.44

0.09

}
= 0.1，
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t分布

定义 6
设X ∼ N(0,1), Y ∼ χ2(n)，且X,Y 相互独立，则称统计量

T =
X√

Y
n

服从自由度为 n的 t分布，简记为 T ∼ t(n)分布.

t分布的概率密度函数

f(x) =
Γ(n+1

2
)

√
nπ Γ(n

2
)

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

,−∞ < x < +∞
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t分布的性质

t分布的概率密度图像如图所示

t分布的性质

(1) t分布的概率密度函数 f(x)是偶函数，即对于任意的 x0 > 0，有

P {T < −x0} = P {T > x0}

(2) 若 T ∼ t(n), n > 1，则 E(T ) = 0;

(3) 当 n足够大时，t分布近似于N(0,1),即 limn→∞ f(x) = 1√
2π

e−
x2

2 .
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t分布的分位点

定义 7
设 T ∼ t(n)，对于给定的 0 < α < 1，若实数 b满足

P {T > b} = α

则称数 b为 T 分布的上 α分位点，记作 tα(n). 若实数 c满足

P {|T | > c} = α

则称数 c为 t分布的双侧 α分位点，记作 tα
2
(n).
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t分布的上 α分位点示意图

已知 n,α通过查 t分布表可求得 tα(n) .当 t > 0时，可利用标准正态分布的
上 α分位点近似 t分布的上 α分位点，即 tα ≈ zα.

由 t分布概率密度对称性可知

t1−α(n) = −tα(n)

32/70



t分布的上 α分位点示意图

已知 n,α通过查 t分布表可求得 tα(n) .当 t > 0时，可利用标准正态分布的
上 α分位点近似 t分布的上 α分位点，即 tα ≈ zα.

由 t分布概率密度对称性可知

t1−α(n) = −tα(n)

32/70



t分布的上 α分位点示意图

已知 n,α通过查 t分布表可求得 tα(n) .当 t > 0时，可利用标准正态分布的
上 α分位点近似 t分布的上 α分位点，即 tα ≈ zα.

由 t分布概率密度对称性可知

t1−α(n) = −tα(n)

32/70



例 3
设 X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体 X ∼ N(µ,σ2) 的一个样本，问 Y =√

n − 1(X1 − µ)√
(X2 − µ)2 + · · · + (Xn − µ)2

服从什么分布？

解：由X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体X ∼ N(µ,σ2)的样本，则

X1 − µ

σ
∼ N(0,1),

(
X2 − µ

σ

)2

+ · · ·+
(
Xn − µ

σ

)2

∼ χ2(n− 1)

且 X1−µ
σ
与 (X2−µ)2+···+(Xn−µ)2

σ2 相互独立，因此

X1−µ
σ√

(X2−µ)2+···+(Xn−µ)2

σ2

n−1

=

√
n − 1(X1 − µ)√

(X2 − µ)2 + · · · + (Xn − µ)2
∼ t(n− 1)
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F 分布

定义 8
设X ∼ χ2(n1), Y ∼ χ2(n2)，且X,Y 相互独立，则称统计量

F =

X
n1

Y
n2

服从自由度为 n1, n2 的 F 分布，简记为 F ∼ F (n1, n2)分布.

F 分布的概率密度函数为

f(x) =


Γ
(
n1+n2

2

) (
n1

n2

)n1

2

Γ
(
n1

2

)
Γ
(
n2

2

) x
n1

2
−1
(
1 + n1

n2
x
)−n1+n2

2 , x > 0,

0, 其他.
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F 分布的性质

F 分布的概率密度图像如图所示

F 分布的性质

• 若 F ∼ F (n1, n2)，则
1

F
∼ F (n2, n1).
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F 分布的分位点

定义 9
设 F ∼ F (n1, n2)，对于给定的 0 < α < 1，若实数 b满足

P {F > b} = α

则称数 b为 F 分布的上 α分位点，记作 Fα(n1, n2).

Fα(n1, n2)可通过 F 分布表查到，如

F0.05(10,5) = 4.74.

由 F 分布的性质可知

1

F1−α(n1, n2)
= Fα(n2, n1)
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求证 F 分布满足 1
F1−α(n1,n2)

= Fα(n2, n1)

证明：设 F ∼ F (n1, n2)，则由性质可知 1
F

∼ F (n2, n1)，由分位点定义有

1−α = P{F > F1−α(n1, n2)}

= P

{
1

F
<

1

F1−α(n1, n2)

}
= 1− P

{
1

F
>

1

F1−α(n1, n2)

}
因此 P

{
1
F

> 1
F1−α(n1,n2)

}
= α，另一方面，由分位点的定义有

P

{
1

F
> Fα(n2, n1)

}
= α

故 1
F1−α(n1,n2)

= Fα(n2, n1).
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例 4
已知X ∼ t(n)，证明 1

X2 ∼ F (n,1).

证明：由X ∼ t(n)，则存在相互独立的随机变量 U,V，使得

X =
U√
V
n

其中 U ∼ N(0,1), V ∼ χ2(n)，于是

1

X2
=

V
n
U2

1

∼ F (n,1)
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例 5
设随机变量X ∼ F (n,n)，已知 P{X ≥ α} = 0.05，求 P

{
X > 1

α

}
.

解：由X ∼ F (n,n)，则 1
X

∼ F (n,n)，即X 和 1
X
同分布，则

P{X ≥ α} = P

{
1

X
≥ α

}
= 0.05

因此

P

{
X >

1

α

}
= P

{
1

X
< α

}
= 1− P

{
1

X
≥ α

}
= 1− 0.05 = 0.95
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例 6

设X1,X2 为总体X ∼ N(0, σ2)，求证
(X1 + X2)

2

(X1 − X2)
2 ∼ F (1,1).

证明：由于X1,X2 独立同分布于N(0, σ2)，则

X1 + X2√
2σ

∼ N(0,1),
X1 − X2√

2σ
∼ N(0,1)

因为X1 +X2 与X1 −X2 的任意非零线性组合服从一维正态分布，所以
(X1 +X2,X1 −X2)服从二维正态分布，又因为

Cov(X1 +X2,X1 −X2) = Cov(X1,X1)− Cov(X1,X2)

+ Cov(X2,X1)− Cov(X2,X2)

= Cov(X1,X1)− Cov(X2,X2) = 0
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所以X1 +X2,X1 −X2 相互独立，从而
(
X1+X2√

2σ

)2
,
(
X1−X2√

2σ

)2
相互独立.

又因为
(
X1+X2√

2σ

)2
∼ χ2(1),

(
X1−X2√

2σ

)2
∼ χ2(1)，则

(
X1+X2√

2σ

)2
(
X1−X2√

2σ

)2 ∼ F (1,1)

即
(X1 + X2)

2

(X1 − X2)
2 ∼ F (1,1)
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正态总体样本均值与样本方差的分布

定理 10
设总体 X 服从正态分布 X ∼ N(µ,σ2)，X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体
X 的一个样本，X 是样本均值，S2 是样本方差，则

(1) X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
，即

X − µ

σ
√
n

∼ N(0,1);

(2) X 与 S2 相互独立;

(3)
(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1);

(4)
X − µ

S
√
n

∼ t(n− 1).
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证明：仅证明 (1)(4)，(2)(3)证明略

(1) X = 1
n

n∑
i=1

Xi，由于 Xi ∼ N(µ, σ2)(i = 1, 2, · · · , n)，且相互独立，故 X

服从正态分布.

由于 E(X) = µ,D(X) = σ2

n，所以

X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)

标准化后得
X − µ

σ
√
n

∼ N(0, 1)
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(4) 因为
X − µ

σ
√
n

∼ N(0, 1),
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)，并且 X 与 S2 相互独立，

所以有

X − µ

σ
√
n√√√√ (n− 1)S2

σ2

n− 1

∼ t(n− 1)

即
X − µ

S
√
n

∼ t(n− 1)
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注： 推断过程中，统计量
X − µ

σ
√
n

∼ N(0,1)与
X − µ

S
√
n

∼ t(n− 1)的区别

(1) 总体方差已知时，用
X − µ

σ
√
n

;

(2) 总体方差未知时，用
X − µ

S
√
n

；

(3) 当样本容量 n较大时，差别不大.
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注： 推断过程中，统计量
1

σ2

n∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2 ∼ χ2(n− 1)与

1

σ2

n∑∑∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2(n)的区别

(1) 总体均值已知时，用
1

σ2

n∑∑∑
i=1

(Xi − µ)2;

(2) 总体均值未知时，用
1

σ2

n∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2；
(3) 当样本容量 n较大时，差别不大.
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例 7
在总体N(30,4)中随机抽取一个容量为 16的简单随机样本，求样本均
值落在区间 (29,31)之间的概率.

解：由定理可知
X − 30

2
√
16

∼ N(0,1)，化简得
X − 30

0.5
∼ N(0,1)，则

P{29 < X < 31} = P

{
29 − 30

0.5
<

X − 30

0.5
<

31 − 30

0.5

}
= Φ(2)−Φ(−2)

= 2Φ(2)− 1 = 0.9544
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例 8
设 X1,X2, · · ·,Xn1 是来自总体 X ∼ N(µ1, σ

2) 的样本，其样本均值

为 X =
1

n1

n1∑∑∑
i=1

Xi，设 Y1, Y2, · · ·, Yn2 是来自总体 Y ∼ N(µ2, σ
2) 的

样本，其样本均值为 Y =
1

n2

n2∑∑∑
i=1

Yi，求

(1) E

[
n1∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2
+

n2∑∑∑
i=1

(
Yi − Y

)2]
(2) D

[
n1∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2
+

n2∑∑∑
i=1

(
Yi − Y

)2]

解：(1) 由 E(S2
1) = E(S2

2) = σ2，且

(n1 − 1)S2
1 =

n1∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2
, (n2 − 1)S2

2 =

n2∑∑∑
i=1

(
Yi − Y

)2
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E

[
n1∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2
+

n2∑∑∑
i=1

(
Yi − Y

)2]
= E

[
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

]
= (n1 − 1)E

(
S2
1

)
+ (n2 − 1)E(S2

2)

= (n1 + n2 − 2)σ2

(2) 由定理可知 (n1−1)S2
1

σ2 ∼ χ2(n1 − 1),
(n2−1)S2

2
σ2 ∼ χ2(n2 − 1)，且两个样

本独立，所以有

D

[
n1∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2
+

n2∑∑∑
i=1

(
Yi − Y

)2]
= D

[
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

]
= σ4D

[
(n1 − 1)S2

1

σ2
+

(n2 − 1)S2
2

σ2

]
= 2(n1 + n2 − 2)σ4
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S2
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定理 11
设 X1,X2, · · ·,Xn1 是来自总体 X ∼ N(µ1, σ

2
1)的样本，X 为其样本

均值，Y1, Y2, · · ·, Yn2 是来自总体 Y ∼ N(µ2, σ
2
2) 的样本，Y 为其样

本均值，且两个样本相互独立，则有

(X − Y ) − (µ1 − µ2)√
σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

∼ N(0,1)

证明：因为X ∼ N
(
µ1,

σ2
1

n1

)
, Y ∼ N

(
µ2,

σ2
2

n2

)
，且样本相互独立，所以X

与 Y 独立，故

X − Y ∼ N

(
µ1 − µ2,

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

)
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定理 12
设 X1,X2, · · ·,Xn1 是来自总体 X ∼ N(µ1, σ

2) 的样本，X,S2
1 为其

样本均值和样本方差，Y1, Y2, · · ·, Yn2 是来自总体 Y ∼ N(µ2, σ
2) 的

样本，Y ,S2
2 为其样本均值和样本方差，且两个样本相互独立，则有

T =
(X − Y ) − (µ1 − µ2)

SW

√
1

n1

+
1

n2

∼ t(n1 + n2 − 2)

其中 SW =

√
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
.

证明：因为
(n1 − 1)S2

1

σ2
∼ χ2(n1 − 1),

(n2 − 1)S2
2

σ2
∼ χ2(n2 − 1)，且独立
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从而有
(n1 − 1)S2

1

σ2
+

(n2 − 1)S2
2

σ2
∼ χ2(n1 + n2 − 2)

又因为
(X − Y ) − (µ1 − µ2)√

σ2

n1
+

σ2

n2

∼ N(0,1)

显然
(X − Y ) − (µ1 − µ2)√

σ2

n1
+

σ2

n2

与
(n1 − 1)S2

1

σ2
+

(n2 − 1)S2
2

σ2
相互独立
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由 t分布的定义可得

(X − Y ) − (µ1 − µ2)√
σ2

n1
+

σ2

n2√√√√√ (n1 − 1)S2
1

σ2
+

(n2 − 1)S2
2

σ2

n1 + n2 − 2

∼ t(n1 + n2 − 2)

整理可得

T =
(X − Y ) − (µ1 − µ2)

SW

√
1

n1
+

1

n2

∼ t(n1 + n2 − 2)
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定理 13
设X1,X2, · · ·,Xn1 是来自总体X ∼ N(µ1, σ

2
1)的样本，S2

1 为其样本
方差，Y1, Y2, · · ·, Yn2 是来自总体 Y ∼ N(µ2, σ

2
2)的样本，S2

2 为其样
本方差，且两个样本相互独立，则有

F =

S2
1

σ2
1

S2
2

σ2
2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1)

证明：因为
(n1 − 1)S2

1

σ2
1

∼ χ2(n1 − 1),
(n2 − 1)S2

2

σ2
2

∼ χ2(n2 − 1)，且相互

独立
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由 F 分布的定义可得

(n1 − 1)S2
1

σ2
1

n1 − 1

(n2 − 1)S2
2

σ2
2

n2 − 1

∼ F (n1 − 1, n2 − 1)

整理可得

F =

S2
1

σ2
1

S2
2

σ2
2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1)
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数理统计的基本概念习题

56/70



知识点总结

数理统计基本概念 基本概念

总 体
个 体

样 本

· · ·

常用统计量

样 本
均值 X

样 本
方差 S2

样 本 k
阶矩 Ak

样本 k 阶
中心矩 Bk

三大分布
定义、性
质、分位点

χ2 分布t 分 布

F 分布

正态总体统
计量的分布

(n − 1)S2

σ2
∼

χ2(n− 1)

X − µ

S
√
n

∼

t(n− 1)

X − µ

σ
√
n

∼

N(0,1)
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例 1
设总体 X ∼ N(0,4) 与总体 Y ∼ N(0,9) 相互独立，X =

1

10

10∑∑∑
i=1

Xi

与 Y =
1

15

15∑∑∑
i=1

Yi 分别是来自总体 X 与 Y 的样本均值，则 X − Y 服

从

N(0, 1)

解：由X ∼ N(0,4), Y ∼ N(0,9)，可知X ∼ N
(
0, 4

10

)
, Y ∼ N

(
0, 9

15

)
.

因为总体X 与总体 Y 相互独立，所以X 与 Y 相互独立，因此

X − Y ∼ N

(
0,

4

10
+

9

19

)
即X − Y ∼ N(0,1).
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例 2
设 X1,X2,X3,X4 是来自正态总体 N(0, σ2) 的样本，X =
a (X1 − 2X2)

2 + b (3X3 − 4X4)
2，则当 a =

1
5σ2

，b =

1
25σ2

时，统计量X 服从 χ2 分布，其自由度为

2

解：因为X1 − 2X2 ∼ N(0,5σ2),3X3 − 4X4 ∼ N(0,25σ2)，并且相互独
立，由 χ2 分布定义有(

X1 − 2X2√
5σ

)2

+

(
3X3 − 4X4

5σ

)2

∼ χ2(2)

整理得
1

5σ2
(X1 − 2X2)

2 +
1

25σ2
(3X3 − 4X4)

2 ∼ χ2(2)
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例 3
设 X1,X2,X3 是来自正态总体 N(0, σ2) 的一个样本，则统计量
X1 − X2√

2 |X3|
服从的分布为

C

.

F (1,1)；(A) F (2,1)；(B) t(1)；(C) t(2).(D)

解：由X1 −X2 ∼ N(0,2σ2)可知
X1 − X2√

2σ2
.

由X3 ∼ N(0, σ2)可知
X3

σ
∼ N(0,1)，进而

(
X3

σ

)2

∼ χ2(1)，并且

X1,X2,X3 相互独立，由 t分布的定义有
X1−X2√

2σ2√(
X3
σ

)2

1

= X1−X2√
2|X3|

∼ t(1)
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例 4
设 X1,X2, · · ·,Xn(n ≥ 2) 是来自正态总体 N(µ,1) 的一个样本，记

X =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi，则下列结论不正确的是

B

.

n∑∑∑
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(Xi − µ)2 服从 χ2 分布；(A) 2 (Xn −X1)
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(
Xi −X
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X − µ

)2 服从 χ2 分布.(D)
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例 5
设X1,X2, · · ·,Xn是来自正态总体N(µ,σ2)的一个样本，证明统计量

T =

√
n(n − 1)(X − µ)√

n∑
i=1

(
Xi − X

)2 服从自由度为 n− 1的 t分布.

证明：因为
X − µ

S
√
n

∼ t(n− 1)，将 S2 =
1

n − 1

n∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2 代入可得
X − µ√√√√√ n∑

i=1

(
Xi − X

)2
n(n − 1)

=

√
n(n − 1)(X − µ)√

n∑
i=1

(
Xi − X

)2 ∼ t(n− 1)
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例 6
设 X1,X2, · · ·,X9 是来自正态总体 N(µ,σ2) 的一个样本，且 Y1 =

1

6

6∑∑∑
i=1

Xi, Y2 =
1

3

9∑∑∑
i=7

Xi, S
2 =

1

2

9∑∑∑
i=7

(Xi − Y2)
2 , Z =

√
2(Y1 − Y2)

S
，

证明统计量 Z 服从自由度为 2的 t分布.

证明：由题意可知 Y1 与 Y2 相互独立，且有

Y1 ∼ N

(
µ,

σ2

6

)
, Y2 ∼ N

(
µ,

σ2

3

)

所以 Y1 − Y2 ∼ N

(
0,

σ2

2

)
，标准化得
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Y1 − Y2√
σ2

2

=

√
2(Y1 − Y2)

σ
∼ N(0,1)

因为 S2 =
1

2

9∑∑∑
i=7

(Xi − Y2)
2，所以有

(n − 1)S2

σ2
=

2S2

σ2
∼ χ2(2)

因为 Y1, Y2, S
2 相互独立，由 t分布的定义有

√
2(Y1−Y2)

σ√
2S2

σ2

2

=

√
2(Y1 − Y2)

S
∼ t(2)
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例 7
设 X1,X2, · · ·,Xn(n > 2) 是来自总体 N(0,1) 的一个样本，X 为样
本均值，记 Yi = Xi −X.求
(1)Yi的方差D(Yi)(i = 1,2, · · ·, n)；(2)Y1与Yn的协方差Cov(Y1, Yn).

解：(1) D(Yi) = D(Xi −X) = D(Xi) +D(X)− 2Cov(Xi,X)

Cov
(
Xi,X

)
= Cov

(
Xi,

1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

)
=

1

n

n∑∑∑
j=1

Cov(Xi,Xj) =
D(Xi)

n
=

1

n

故D(Yi) = D(Xi) +D(X)− 2Cov(Xi,X) = 1+
1

n
− 2×

1

n
= 1−

1

n
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(2) 由题意可知 Y1 = X1 −X,Yn = Xn −X，所以

Cov (Y1, Yn) = Cov
(
X1 −X,Xn −X

)
= Cov(X1,Xn)− Cov(X1,X)− Cov(X,Xn) + Cov(X,X)

= 0−
1

n
−

1

n
+

1

n

= −
1

n
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例 8
设X1,X2, · · ·,Xn 是来自标准正态总体N(0,1)的一个样本，且X 为
样本均值，S2 为样本方差，求

(1)E
(
X

2 −
1

n
S2

)
；(2)D

(
X

2 −
1

n
S2

)
.

解：(1) E

(
X

2 −
1

n
S2

)
= E

(
X

2
)
−

1

n
E(S2)

= D
(
X
)
+
[
E
(
X
) ]2 − 1

n
E(S2)

=
D(X)

n
+
[
E (X)

]2 − 1

n
D(X)

=
1

n
+ 0−

1

n
= 0

67/70



例 8
设X1,X2, · · ·,Xn 是来自标准正态总体N(0,1)的一个样本，且X 为
样本均值，S2 为样本方差，求

(1)E
(
X

2 −
1

n
S2

)
；(2)D

(
X

2 −
1

n
S2

)
.

解：(1) E

(
X

2 −
1

n
S2

)
= E

(
X

2
)
−

1

n
E(S2)

= D
(
X
)
+
[
E
(
X
) ]2 − 1

n
E(S2)

=
D(X)

n
+
[
E (X)

]2 − 1

n
D(X)

=
1

n
+ 0−

1

n
= 0

67/70



例 8
设X1,X2, · · ·,Xn 是来自标准正态总体N(0,1)的一个样本，且X 为
样本均值，S2 为样本方差，求

(1)E
(
X

2 −
1

n
S2

)
；(2)D

(
X

2 −
1

n
S2

)
.

解：(1) E

(
X

2 −
1

n
S2

)
= E

(
X

2
)
−

1

n
E(S2)

= D
(
X
)
+
[
E
(
X
) ]2 − 1

n
E(S2)

=
D(X)

n
+
[
E (X)

]2 − 1

n
D(X)

=
1

n
+ 0−

1

n
= 0

67/70



例 8
设X1,X2, · · ·,Xn 是来自标准正态总体N(0,1)的一个样本，且X 为
样本均值，S2 为样本方差，求

(1)E
(
X

2 −
1

n
S2

)
；(2)D

(
X

2 −
1

n
S2

)
.

解：(1) E

(
X

2 −
1

n
S2

)
= E

(
X

2
)
−

1

n
E(S2)

= D
(
X
)
+
[
E
(
X
) ]2 − 1

n
E(S2)

=
D(X)

n
+
[
E (X)

]2 − 1

n
D(X)

=
1

n
+ 0−

1

n
= 0

67/70



例 8
设X1,X2, · · ·,Xn 是来自标准正态总体N(0,1)的一个样本，且X 为
样本均值，S2 为样本方差，求

(1)E
(
X

2 −
1

n
S2

)
；(2)D

(
X

2 −
1

n
S2

)
.

解：(1) E

(
X

2 −
1

n
S2

)
= E

(
X

2
)
−

1

n
E(S2)

= D
(
X
)
+
[
E
(
X
) ]2 − 1

n
E(S2)

=
D(X)

n
+
[
E (X)

]2 − 1

n
D(X)

=
1

n
+ 0−

1

n
= 0

67/70



(2) 因为X 与 S2 相互独立，所以

D

(
X

2 −
1

n
S2

)
= D(X

2
) +

1

n2
D(S2)

由于X ∼ N

(
0,

1

n

)
，故

X√
1
n

∼ N(0,1)，从而

 X√
1
n

2

= nX
2 ∼ χ2(1)

利用 χ2 分布的性质有

D(X
2
) =

2

n2
,D(S2) =

2σ4

n − 1
=

2

n − 1

故D

(
X

2 −
1

n
S2

)
= D(X

2
) +

1

n2
D(S2) =

2

n2
+

1

n2

2

n − 1
=

2

n(n − 1)
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例 9
设 X1,X2, · · ·,Xn 是来自正态总体 N(µ,σ2) 的一个样本，且 Xn 为
样本均值，S2

n 为样本方差，又设Xn+1 也服从N(µ,σ2)分布，并且与

X1,X2, · · ·,Xn相互独立，求统计量 Y =
Xn − Xn+1

Sn

√
n

n + 1
服从何

种分布？

解：因为Xn ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
，且Xn+1 与Xn 相互独立，从而

Xn −Xn+1 ∼ N

(
0,

(
1 +

1

n

)
σ2

)
标准化得
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Xn − Xn+1
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√
n + 1

n

∼ N(0,1)

由于
(n − 1)S2

n
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∼ χ2(n− 1)，且 S2

n 与Xn,Xn+1 均相互独立，则由 t分布
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