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在统计推断的很多实际问题中，经常是总体的分布函数形式已知，但总体分布
中的参数是未知的，要完全确定这些参数的真值是不可能的，只能根据分布类
型及抽取的样本提供的信息来对未知参数进行估计，这就是参数估计.

参数估计是统计推断的一种，从估计形式可区分为点估计与区间估计；从构造
估计量的方法可区分为矩法估计、极大似然估计、最小二乘估计、贝叶斯估计
等.
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点估计
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点估计问题的一般提法：设总体X 的分布函数 F (x, θ)（此处仅讨论一个未知
参数情形，多于一个未知参数时可类似讨论）的形式已知，θ 是待估参数，
X1,X2, · · ·,Xn 是总体X 的一个样本，x1, x2, · · ·, xn 是相应的一个样本值.
点估计问题就是要构造一个适当的统计量 T (X1,X2, · · ·,Xn)，用它的观察值
T (x1, x2, · · ·, xn)作为参数 θ 的近似值. 称 θ̂ = T (X1,X2, · · ·,Xn)为 θ 的
点估计量，θ̂ = T (x1, x2, · · ·, xn)为 θ 的点估计值. 通常估计量和估计值都简
记为 θ̂，简称为估计.

下面介绍两种常用的点估计方法：矩估计法和极大似然估计法．
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矩估计

由辛钦大数定律，样本的原点矩依概率收敛到相应的总体矩，用样本矩替换总
体矩，进而求出总体中未知参数的估计，基于这种思想求估计量的方法称为矩
法，用矩法求得的估计称为矩法估计，简称矩估计.

总体X 的分布中有 k个未知参数 θ1, θ2, · · ·, θk，且总体的 l(l = 1,2, · · ·, k)
阶矩 µl = E(X l)存在，X1,X2, · · ·,Xn 是总体X 的一个样本，样本的

l(l = 1,2, · · ·, k)阶矩为 Al =
1

n

n∑∑∑
i=1

X l
i，则有参数 θ1, θ2, · · ·, θk 的方程组



µ1 = E(X) = µ1(θ1, θ2, · · ·, θk) = A1

µ2 = E(X2) = µ2(θ1, θ2, · · ·, θk) = A2

...
µk = E(Xk) = µk(θ1, θ2, · · ·, θk) = Ak

方程组的解 θ̂i = θ̂i(X1,X2, · · ·,Xn)称为 θi(i = 1,2, · · ·, k)的矩估计量.
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例 1
设总体X 的概率密度为

f(x;θ) =

{
θxθ−1, 0 < x < 1,

0, 其他.

X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体X 的样本，求参数 θ 的矩估计量.

解：因为

µ1 = E(X) =

∫∫∫ 1

0
xθxθ−1dx =

θ

1 + θ

以 A1 代替 µ1 得方程
θ

1 + θ
= X，解得参数 θ 的矩估计量为 θ̂ = X

1−X
.
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例 2
设总体X 服从参数为 λ的泊松分布，X1,X2, · · ·,Xn是来自总体X 的
样本，样本值为 x1, x2, · · ·, xn，求参数 λ的矩估计量.

解：因为 µ1 = E(X) = λ，以 A1 代替 µ1 得方程 λ = X.
参数 λ的矩估计量为

λ̂ = X =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi

参数 λ的矩估计值为

λ̂ = x =
1

n

n∑∑∑
i=1

xi
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例 3
设总体 X 服从区间 [a, b] 上的均匀分布，X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体
X 的样本，求参数 a, b的矩估计.

解：因为总体一阶矩为 µ1 = E(X) =
∫∫∫ b
a

x
b−a

dx =
a + b

2
，

总体二阶矩为 µ2 = E(X2) = D(X) +
[
E(X)

]2
=

(b − a)2

12
+

(a + b)2

4
.

令 µ1 = A1, µ2 = A2，得方程组
a + b

2
= A1

(b − a)2

12
+

(a + b)2

4
= A2
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方程组 
a + b

2
= A1

(b − a)2

12
+

(a + b)2

4
= A2

的解为参数 a, b的矩估计，即

â = A1 −
√
3(A2 − A2

1) = X −

√√√√ 3

n

n∑
i=1

(
Xi − X

)2

b̂ = A1 +
√
3(A2 − A2

1) = X +

√√√√ 3

n

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
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例 4
设总体 X 的均值 µ 和方差 σ2 都存在，且有 σ > 0，µ 和 σ2 均未知，
X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体X 的样本，求参数 µ,σ2 的矩估计量.

解：因为总体一阶矩和二阶矩为

µ1 = E(X) = µ,µ2 = E(X2) = D(X) +
[
E(X)

]2
= σ2 + µ2

令 µ1 = A1, µ2 = A2，得方程组{
µ = A1

σ2 + µ2 = A2

所以 µ,σ2 的估计量为 µ̂ = A1 = X, σ̂2 = A2 −A2
1 = 1

n

∑∑∑n
i=1

(
Xi −X

)2.
注： 不同分布类型的总体，总体均值和方差的矩估计的表达式相同.
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注： 矩估计的特点

(1) 矩估计原理简单、使用方便，使用时可以不知总体的分布，在实际问题中
被广泛使用；

(2) 总体原点矩不存在的分布矩估计不能用（如柯西分布等）；

(3) 矩估计只涉及总体的一些数字特征，并未用到总体的分布，因此矩估计量
实际上只集中了总体的部分信息，于是在体现总体分布特征上往往性质较
差，只有在样本容量较大时，才能保障它的优良性，因而理论上讲，矩估
计是以大样本为应用对象的.
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极大似然估计

极大似然估计是建立在极大似然原理基础上的一个统计方法，是概率论在统计
学中的应用.

极大似然原理：若事件 A发生的概率与参数 θ 有关，θ 取值不同则 P (A)也
不同. 记事件 A发生的概率为 P (A|θ). 若一次试验事件 A发生了，可认为此
时 θ 的取值是在其定义域内使得 P (A|θ)达到最大的那一个，这就是极大似然
原理.
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设总体X 是离散型随机变量，其分布律为 P{X = x} = p(x;θ)(θ ∈ Θ)的
形式为已知，θ 为未知参数，Θ为 θ 的可能取值范围. 设X1,X2, · · ·,Xn 是
来自总体X 的样本，则样本 (X1,X2, · · ·,Xn)的分布律为

P{X1 = x1,X2 = x2, · · ·,Xn = xn}
= P{X1 = x1}P{X2 = x2}· · ·P{Xn = xn}

=

n∏∏∏
i=1

p(xi;θ)

对于给定的样本值 x1, x2, · · ·, xn，样本的分布律是 θ 的函数，记作

L(θ) =

n∏∏∏
i=1

p(xi;θ)

称 L(θ)为似然函数．
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设总体X 是连续型随机变量，其概率密度为 f(x;θ)(θ ∈ Θ)的形式为已知，
θ 为未知参数，Θ为 θ 的可能取值范围. 设X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体X 的
样本，则样本 (X1,X2, · · ·,Xn)的概率密度为

f(x1, x2, · · ·, xn;θ) = f(x1;θ)f(x2;θ)· · ·f(xn;θ)

=

n∏∏∏
i=1

f(xi;θ)

对于给定的样本值 x1, x2, · · ·, xn，样本的概率密度是 θ 的函数，记作
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n∏∏∏
i=1
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称 L(θ)为似然函数．

14/81



注： 对于给定的样本值 x1, x2, · · ·, xn,当 θ 取 θ1 和 θ2 两个不同的值时，若
似然函数值 L(θ1) > L(θ2)，表明当 θ = θ1 时，在总体中抽取这一组指定样
本值的可能性更大一些，这种可能性称之为似然，换句话说，θ 取 θ1 比取 θ2
有更大的似然获得样本值 x1, x2, · · ·, xn.
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定义 1
设总体 X 是离散型或者是连续型随机变量，极大似然估计就是用使似
然函数 L(θ)达到最大值的 θ̂ 作为 θ 的估计，即若

θ̂ = argmax
θ∈Θ

L(θ)

则称 θ̂ 为 θ 的极大似然估计值.

显然，θ̂ 是样本值 x1, x2, · · ·, xn 的函数，即 θ̂ = θ̂(x1, x2, · · ·, xn).如果把
样本值换为样本X1,X2, · · ·,Xn，则有 θ̂ = θ̂(X1,X2, · · ·,Xn)，称其为 θ
的极大似然估计量. 这种求未知参数估计量的方法称为极大似然估计法，亦称
为最大似然估计法.
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总体含有一个未知参数的极大似然估计一般步骤：

1. 根据总体分布形式给出似然函数 L(θ);

2. 求似然函数的最大值点，最大值点即为总体未知参数的极大似然估计.

◦ 若似然函数 L(θ)单调，最大值点在区间端点取得.
◦ 若似然函数 L(θ)可导，由 d

dθL(θ) = 0(称为似然方程)得到驻点，分析驻
点得到最大值点.在实践中，由于求导数的需要，往往将似然函数 L(θ)取
对数，得到对数似然函数 lnL(θ)；若对数似然函数可导，分析对数似然函
数的驻点得到似然函数 L(θ)的最大值点.

◦ 似然函数不可导,则根据似然函数定义求解.

总体含有多个未知参数的极大似然估计步骤与上述过程类似.
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例 5
设总体 X ∼ b(1, p)，X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体 X 的样本，其样本
值为 x1, x2, · · ·, xn，求参数 p的极大似然估计.

解：总体X 的分布律为：P{X = x} = px(1− p)1−x, x = 0,1

似然函数为

L(p) =

n∏∏∏
i=1

P{X = xi} =

n∏∏∏
i=1

pxi(1− p)1−xi = p

n∑
i=1

xi

(1− p)
n−

n∑
i=1

xi

对数似然函数为

lnL(p) =

(
n∑∑∑

i=1

xi

)
lnp+

(
n−

n∑∑∑
i=1

xi

)
ln (1− p)
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对数似然方程为

d
dp

lnL(p) =

(
n∑∑∑

i=1

xi

)
1

p
−
(
n−

n∑∑∑
i=1

xi

)
1

1 − p
= 0

可以验证，此对数似然函数的驻点为似然函数的最大值点，故 p的极大似然估
计值为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

xi = x

极大似然估计量为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi = X

19/81



对数似然方程为

d
dp

lnL(p) =

(
n∑∑∑

i=1

xi

)
1

p
−
(
n−

n∑∑∑
i=1

xi

)
1

1 − p
= 0

可以验证，此对数似然函数的驻点为似然函数的最大值点，故 p的极大似然估
计值为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

xi = x

极大似然估计量为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi = X

19/81



对数似然方程为

d
dp

lnL(p) =

(
n∑∑∑

i=1

xi

)
1

p
−
(
n−

n∑∑∑
i=1

xi

)
1

1 − p
= 0

可以验证，此对数似然函数的驻点为似然函数的最大值点，故 p的极大似然估
计值为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

xi = x

极大似然估计量为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi = X

19/81



对数似然方程为

d
dp

lnL(p) =

(
n∑∑∑

i=1

xi

)
1

p
−
(
n−

n∑∑∑
i=1

xi

)
1

1 − p
= 0

可以验证，此对数似然函数的驻点为似然函数的最大值点，故 p的极大似然估
计值为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

xi = x

极大似然估计量为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi = X

19/81



对数似然方程为

d
dp

lnL(p) =

(
n∑∑∑

i=1

xi

)
1

p
−
(
n−

n∑∑∑
i=1

xi

)
1

1 − p
= 0

可以验证，此对数似然函数的驻点为似然函数的最大值点，故 p的极大似然估
计值为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

xi = x

极大似然估计量为

p̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi = X

19/81



例 6

已知总体X 的概率密度为 f(x;λ) =

{
λe−λx, x > 0,

0, 其他.
，其中参数 λ >

0，X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体X 样本，求参数 λ的极大似然估计.

解：设 x1, x2, · · ·, xn 是样本X1,X2, · · ·,Xn 的一个样本值，似然函数为

L(λ) =

n∏∏∏
i=1

f(xi;λ) = λne
−λ

n∑
i=1

xi

对数似然函数为
lnL(λ) = −nlnλ− λnx
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对数似然方程为
d lnL(λ)

dλ
= −

n

λ
+ nx = 0

可以验证，此对数似然函数的驻点为似然函数的最大值点，故 λ的极大似然估
计值为

λ̂ =
1

x

极大似然估计量为
λ̂ =

1

X
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例 7
设总体 X ∼ N(µ,σ2)，µ,σ2 是未知参数，X1,X2, · · ·,Xn 是来自总
体X 的一个样本，求参数 µ,σ2 的极大似然估计.

解：设 x1, x2, · · ·, xn 为样本值，总体X 的概率密度为

f(x) =
1

√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , −∞ < x < +∞

似然函数为

L(µ,σ2) =

n∏∏∏
i=1

1
√
2πσ

exp
{
−

1

2σ2
(xi − µ)2

}

= (2π)−
n
2
(
σ2
)−n

2 exp

{
−

1

2σ2

n∑∑∑
i=1

(xi − µ)2
}
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对数似然函数为

lnL(µ,σ2) = −
n

2
ln (2π)−

n

2
ln (σ2)−

1

2σ2

n∑∑∑
i=1

(xi − µ)2

对数似然方程组为
∂ lnL(µ, σ2)

∂µ
=

1

σ2

(
n∑∑∑

i=1

xi − nµ

)
= 0

∂ lnL(µ, σ2)

∂σ2
= −

n

2σ2
+

1

2(σ2)2

n∑∑∑
i=1

(xi − µ)2 = 0

因此，µ,σ2 的极大似然估计值分别为 µ̂ = x, σ̂2 =
1

n

n∑∑∑
i=1

(xi − x)2

µ,σ2 的极大似然估计量分别为 µ̂ = X, σ̂2 =
1

n

n∑∑∑
i=1

(Xi −X)2
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例 8
设总体 X 服从区间 [a, b] 上的均匀分布，X1,X2, · · ·,Xn 是来自总体
X 的样本，求参数 a, b的极大似然估计.

解：总体X 的概率密度为

f(x;a, b) =


1

b − a
, a ≤ x ≤ b,

0, 其他.

对于给定的样本值 x1, x2, · · ·, xn，似然函数为

L(a, b) =

n∏∏∏
i=1

f(xi;a, b) =
1

(b − a)n
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似然函数

L(a, b) =

n∏∏∏
i=1

f(xi;a, b) =
1

(b − a)n

显然，b− a越小，似然函数函数值越大，即 b应尽量小，而 a应尽量大. 记
xmin = min(x1, x2, · · ·, xn), xmax = max(x1, x2, · · ·, xn)，结合条件
a ≤ xmin ≤ xmax ≤ b，当 a = xmin, b = xmax 时似然函数取得最大值，故
参数 a, b的极大似然估计值为

â = xmin = min(x1, x2, · · ·, xn), b̂ = xmax = max(x1, x2, · · ·, xn)

参数 a, b的极大似然估计量为

â = min(X1,X2, · · ·,Xn), b̂ = max(X1,X2, · · ·,Xn)
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极大似然估计的不变性

定理 2
若 θ̂ 是 θ 的极大似然估计，则对于 θ 的函数 u = u(θ)，u(θ̂)是 u(θ)
的极大似然估计.

例如，正态总体的参数 σ2 的极大似然估计为

σ̂2 =
1

n

n∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2
函数 u = u(σ2) =

√
σ2，根据极大似然估计的不变性有 u(σ̂2)是 u(σ2)的

极大似然估计，即

σ̂ =
√
σ̂2 =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
是 σ 的极大似然估计. 26/81



点估计量的评选标准 —无偏性

对于同一个参数，用不同的方法得到的估计量可能不相同，采用哪一个估计量
好呢？最常用的有三个评选标准：无偏性、有效性、一致性．

定义 3
若估计量 θ̂ = θ̂(X1,X2, · · ·,Xn)的数学期望存在，且对于任意的 θ ∈
Θ，有

E
(
θ̂
)
= θ

则称 θ̂ 是 θ 的无偏估计量，简称无偏估计，否则称为是有偏估计量.
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例 9
设总体X的 k阶矩µk = E

(
Xk
)
(k ≥ 1)存在，X1,X2, · · ·,Xn是来自

总体X的样本，证明不论总体服从什么分布，k阶样本矩Ak =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xk
i

是 k阶总体矩 µk 的无偏估计.

证明：令 µ̂k = Ak 是总体 k阶矩 µk 的估计量，因为

E(µ̂k) = E (Ak) = E

(
1

n

n∑∑∑
i=1

Xk
i

)
=

1

n

n∑∑∑
i=1

E
(
Xk

i

)
= µk

所以 k阶样本矩 Ak 是 k阶总体矩 µk 的无偏估计.
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例 10
设总体 X 的均值 µ和方差 σ2 > 0存在但未知，X1,X2, · · ·,Xn 是来

自总体X 的样本，则 σ2 的估计量 σ̂2 =
1

n

n∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2 是有偏估计.

证明：因为样本方差 S2 =
1

n − 1

n∑∑∑
i=1

(
Xi −X

)2，从而有 σ̂2 =
n − 1

n
S2

E(σ̂2) = E

(
n − 1

n
S2

)
=

n − 1

n
E(S2) =

n − 1

n
σ2 ̸= σ2

所以 σ̂2 是有偏估计.
注： 二阶以上的样本中心距，一般不再是总体中心距的无偏估计.由于
E(S2) = σ2，因此一般选择样本方差 S2 作为总体方差 σ2 的估计量.
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点估计量的评选标准 —有效性

一个未知参数的估计量仅用无偏性的标准评选是不够的. 一方面，无偏估计量
可能不止一个；另一方面，无偏性仅反映估计量在参数真值周围波动，而没有
反映出分散程度.
因为方差是随机变量的取值与其数学期望的偏离程度的度量. 参数 θ 的两个无
偏估计量为 θ1, θ2，若D(θ1) < D(θ2)，由 θ1 得到的估计值会更有效地反映
待估参数的真值.

定义 4
设 θ̂1 = θ̂1(X1,X2, · · ·,Xn)与 θ̂2 = θ̂2(X1,X2, · · ·,Xn)都是 θ 得无
偏估计，若有

D
(
θ̂1

)
< D

(
θ̂2

)
则称 θ̂1 较 θ̂2 有效.
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例 11
设 X1,X2 是来自正态总体 N(µ,1)的一个样本，下列三个无偏估计量
µ̂1 = 2

3
X1 +

1
3
X2, µ̂2 = 1

4
X1 +

3
4
X2, µ̂3 = 1

2
X1 +

1
2
X2 哪一个更有效？

解：E (µ̂1) = E (µ̂2) = E (µ̂3) = µ，故 µ̂1, µ̂2, µ̂3 都是参数 µ的无偏估计.

D (µ̂1) = D

(
2

3
X1 +

1

3
X2

)
=

4

9
D(X1) +

1

9
D(X2) =

5

9

D (µ̂2) = D

(
1

4
X1 +

3

4
X2

)
=

1

16
D(X1) +

9

16
D(X2) =

5

8

D (µ̂3) = D

(
1

2
X1 +

1

2
X2

)
=

1

4
D(X1) +

1

4
D(X2) =

1

2

因为D (µ̂3)最小，所以 µ̂3 在三个无偏估计中是最有效的.
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点估计量的评选标准 —一致性

定义 5
设 θ̂ = θ̂(X1,X2, · · ·,Xn)为参数 θ 的估计量，若对于任意 θ ∈ Θ，当
n → +∞时，θ̂ 依概率收敛于 θ，即对于任意的 ε > 0，有

lim
n→+∞

P
{
|θ̂ − θ| < ε

}
= 1

则称 θ̂ 是 θ 的一致估计量.

一致性估计量仅在样本容量 n足够大时，才显示其优越性. 矩法得到的估计量
一般为一致估计量;在一定条件下，极大似然估计具有一致性.
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区间估计
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区间估计（interval estimate）是在点估计的基础上，给出总体参数估计的一
个区间范围，该区间通常由样本统计量加减估计误差得到. 与点估计不同，进
行区间估计时，根据样本统计量的抽样分布可以对样本统计量与总体参数的接
近程度给出一个概率度量.
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区间估计的定义

定义 6
设总体X 的分布函数 F (x;θ)含有一个未知参数 θ，对于给定值 α(0 <
α < 1)，由来自总体X 的样本X1,X2, · · ·,Xn确定的两个统计量 θ =
θ(X1,X2, · · ·,Xn)和 θ = θ(X1,X2, · · ·,Xn)(θ < θ)，使得

P{θ < θ < θ} = 1−α

则称随机区间 (θ, θ)是参数 θ 的置信度为 1−α的置信区间. θ 称为置
信下限，θ 称为置信上限，1−α称为置信度.

35/81



对参数 θ 进行区间估计的一般步骤：

(1) 寻找一个只包含样本X1,X2, · · ·,Xn 和待估参数 θ，而不包含其他未知
参数的函数W = W (X1,X2, · · ·,Xn;θ)；而且W 的分布完全已知，并
且不依赖于参数 θ 及其他未知参数，称具有这样性质的函数为枢轴量.

(2) 对于给定的置信度 1−α,确定两个实数 a, b,使得

P{a < W (X1,X2, · · ·,Xn;θ) < b} = 1−α

其中 0 < α < 1, a, b由确定性分布的分位点确定.

(3) 由 a < W (X1,X2, · · ·,Xn;θ) < b得到等价形式 θ < θ < θ,得到置信
度为 1−α的置信区间 (θ , θ).
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单个正态总体N(µ,σ2)均值 µ和方差 σ2 区间估计

给定置信度 1−α, X1,X2, · · ·,Xn 为来自正态总体X ∼ N(µ,σ2)的样本,
X,S2 分别为样本均值和样本方差.

1. σ2 已知，均值 µ的区间估计

(1) 因为X 是 µ的无偏估计，且X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
，因此选取枢轴量

W =
X − µ

σ
√
n

(2) 由标准正态分布的 α分位点,对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

−zα
2
<

X − µ

σ
√
n

< zα
2

 = 1−α
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(3) 等价变形得到

P

{
X −

σ
√
n
zα

2
< µ < X +

σ
√
n
zα

2

}
因此，参数 µ的置信度为 1−α的置信区间为(

X −
σ
√
n
zα

2
,X +

σ
√
n
zα

2

)
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2. σ2 未知，均值 µ的区间估计

(1) 因为 S2 是 σ2 的无偏估计，且有
(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)，因此，进一步

可构造枢轴量

W =
X − µ

S
√
n

∼ t(n− 1)

(2) 由 t分布的 α分位点,对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

−tα
2
(n− 1) <

X − µ

S
√
n

< tα
2
(n− 1)
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(3) 等价变形得到

P

{
X −

S
√
n
tα
2
(n− 1) < µ < X +

S
√
n
tα
2
(n− 1)

}
= 1−α

因此，参数 µ的置信度为 1−α的置信区间为(
X −

S
√
n
tα
2
(n− 1),X +

S
√
n
tα
2
(n− 1)

)
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3. 方差 σ2 的置信区间

(1) 因为 S2 是 σ2 的无偏估计，所以选取枢轴量

W =
(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)

(2) 由 χ2 分布分位点，对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

{
χ2

1−α
2
(n− 1) <

(n − 1)S2

σ2
< χ2

α
2
(n− 1)

}
= 1−α

(3) 等价变形得到

P

 (n − 1)S2

χ2
α
2

(n − 1)
< σ2 <

(n − 1)S2

χ2

1−α
2

(n − 1)

 = 1−α
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因此，参数 σ2 的置信度为 1−α的置信区间为 (n − 1)S2

χ2
α
2

(n − 1)
,

(n − 1)S2

χ2

1−α
2

(n − 1)


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例 1
有一大批袋装大米，现随机抽取 16袋，称得质量如下（单位：克）：

497,502,499,496,514,505,493,496,

504,498,497,489,506,506,499,503

设袋装大米的质量近似服从正态分布，试求总体均值 µ 和总体方差 σ2

的置信度为 0.95的置信区间.

解：因为 1−α = 0.95，可知 α = 0.05, α
2
= 0.025, n− 1 = 15,

t0.025(15) = 3.1315, χ2
0.025(15) = 27.488, χ2

0.975(15) = 6.262.

由已给数据计算可得 x = 500.25, S = 6.0388.
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均值 µ的置信度为 0.95的置信区间为(
X −

S
√
n
tα
2
(n− 1),X +

S
√
n
tα
2
(n− 1)

)
代入样本值及样本标准差得 (497.0,503.5).

方差 σ2 的置信度为 0.95的置信区间为(
(n − 1)S2

χ2
α
2
(n − 1)

,
(n − 1)S2

χ2
1−α

2
(n − 1)

)

代入样本方差得 (19.90,87.35).
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两个正态总体均值差 µ1 − µ2 和方差比
σ2

1

σ2
2

的区间估计

在实际工作中，经常需要比较两个数据之间是否存在差异，例如，已知某产品
的某一质量指标服从正态分布，但由于原料、设备条件、操作人员不同，或改
变工艺过程等因素，引起总体均值、总体方差有所改变，这需要考虑两个正态
总体均值差或方差比的估计问题. 若均值差 µ1 − µ2 的置信区间包含零，则在

实际应用中,我们就认为两总体的均值没有显著差别；若方差比
σ2
1

σ2
2

的置信区

间包含 1，则在实际应用中，我们就认为两总体的方差没有显著差别. 否则，
会认为具有显著差别.

设给定置信度为 1−α(0 < α < 1)，X1,X2, · · ·,Xn1 是来自总体
N(µ1, σ

2
1)

的样本，X,S2
1 分别是样本均值与样本方差；Y1, Y2, · · ·, Yn2 是来自总体

N(µ2, σ
2
2)的样本，Y ,S2

2 分别是样本均值与样本方差，且这两个样本互相独
立.
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1. 方差 σ2
1, σ

2
2 均为已知，求均值差 µ1 − µ2 的置信区间

(1) 选取枢轴量

Z =
X − Y − (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

∼ N(0,1)

(2) 对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

−zα
2
<

X − Y − (µ1 − µ2)√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

< zα
2

 = 1−α
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(3) 等价变形得到

P

X − Y − zα
2

√
σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

< µ1 − µ2 < X − Y + zα
2

√
σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

 = 1−α

因此，均值差 µ1 − µ2 的置信度为 1−α的置信区间为X − Y − zα
2

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

,X − Y + zα
2

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2



注： 若方差 σ2
1 ̸= σ2

2 未知，当样本容量 n1, n2 都大于 30时，可以用 S1, S2

分别代替 σ1, σ2，得均值差 µ1 − µ2 的置信度为 1−α的近似的置信区间近
似为 X − Y − zα

2

√
S2
1

n1
+

S2
2

n2
,X − Y + zα

2

√
S2
1

n1
+

S2
2

n2


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2. 方差 σ2
1 = σ2

2 = σ2，σ2 未知，均值差 µ1 − µ2 的置信区间

(1) 选取枢轴量

T =
X − Y − (µ1 − µ2)

SW

√
1

n1

+
1

n2

∼ t(n1 + n2 − 2)

其中 SW =

√
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2

(2) 对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

−tα
2
(n1 + n2 − 2) <

X − Y − (µ1 − µ2)

SW

√
1

n1

+
1

n2

< tα
2
(n1 + n2 − 2)

 = 1−α
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其中 SW =

√
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2

(2) 对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

−tα
2
(n1 + n2 − 2) <

X − Y − (µ1 − µ2)

SW

√
1

n1

+
1

n2

< tα
2
(n1 + n2 − 2)

 = 1−α
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(3) 等价变形得到

P

{
X − Y − tα

2
(n1 + n2 − 2)SW

√
1

n1

+
1

n2

< µ1 − µ2 <

X − Y + tα
2
(n1 + n2 − 2)SW

√
1

n1

+
1

n2

}
= 1−α

因此，均值差 µ1 − µ2 的置信度为 1−α的置信区间为(
X − Y − tα

2
(n1 + n2 − 2)SW

√
1

n1

+
1

n2

,X − Y + tα
2
(n1 + n2 − 2)SW

√
1

n1

+
1

n2

)
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3. 方差比
σ2
1

σ2
2

的区间估计

(1) 选取枢轴量
S2

1

σ2
1

S2
2

σ2
2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1)

(2) 由 F 分布的分位点,对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

F
1−α

2
(n1 − 1, n2 − 1) <

S2
1

σ2
1

S2
2

σ2
2

< Fα
2
(n1 − 1, n2 − 1)

 = 1−α
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(3) 等价变形得到

P

S2
1

S2
2

1

Fα
2
(n1 − 1, n2 − 1)

<
σ2
1

σ2
2

<
S2
1

S2
2

1

F
1−α

2
(n1 − 1, n2 − 1)

 = 1−α

因此，方差比
σ2
1

σ2
2

的置信度为 1−α的置信区间为S2
1

S2
2

1

Fα
2
(n1 − 1, n2 − 1)

,
S2
1

S2
2

1

F
1−α

2
(n1 − 1, n2 − 1)


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例 2
有 I，II 两种型号的子弹，为比较它们的枪口速度，设 X 表示 I 型子
弹枪口速度，Y 表示 II 型子弹枪口速度. 假定 X ∼ N(µ1, σ

2), Y ∼
N(µ2, σ

2)，随机抽取 30发子弹，其中 I型 10发，II型 20发，由实验
数据计算得到

x = 500(m/s), s1 = 1.10(m/s), y = 496(m/s), s2 = 1.20(m/s)

求 µ1 − µ2 的置信度为 0.95的置信区间.

解：由已知条件 n1 = 10, n2 = 20, α = 0.05可知 t0.025(28) = 2.0484及

SW =

√
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
= 1.1688
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故所求 µ1 − µ2 的置信度为 0.95的置信区间为(
x− y − SW × t0.025(28)

√
1

10
+

1

20
, x− y + SW × t0.025(28)

√
1

10
+

1

20

)

即 (3.07,4.93). 由于置信下限大于零，在实际应用中就认为 µ1 比 µ2 大.

注：
(1) 若 µ1 −µ2 的置信区间包含零，则在实际应用中认为两个总体的均值没有
显著差别.

(2) 若 σ2
1

σ2
2
的置信区间包含 1，则在实际应用中认为两个总体的方差没有显著

差别.
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单侧置信区间

对于总体中的未知参数 θ，通过两个统计量 θ 和 θ，给出参数 θ 的双侧置信区
间. 但是在一些实际问题中，我们只关心未知参数取值的上限或下限. 例如对
于设备、元件的寿命来说，寿命越长越好，所以只关心寿命的下限不少于多少；
而产品的废品率当然越低越好，所以只关心废品率的上限不超过多少．这样对
参数 θ 进行估计的时候，就要用到单侧置信区间.
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定义 7
对于给定值 α(0 < α < 1)，若由样本X1,X2, · · ·,Xn 确定的统计量
θ = θ(X1,X2, · · ·,Xn)满足

P {θ < θ} = 1−α

则称随机区间 (θ,+∞)是参数 θ的置信度为 1−α的单侧置信区间，θ
称为单侧置信下限.
又若统计量 θ = θ(X1,X2, · · ·,Xn)，满足

P
{
θ < θ

}
= 1−α

则称随机区间 (−∞, θ)为置信度为 1− α的单侧置信区间，θ 称为单
侧置信上限.
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正态总体N(µ,σ2)均值 µ的单侧置信区间

设已给定置信度为 1−α(0 < α < 1)，X1,X2, · · ·,Xn 为总体
X ∼ N(µ,σ2)的样本，X,S2 分别是样本均值与样本方差.

1. 方差 σ2 为已知，均值 µ的单侧置信区间

(1) 因为X 是 µ的无偏估计，且X ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
，因此选取枢轴量

W =
X − µ

σ
√
n

(2) 由标准正态分布的 α分位点,对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P


X − µ

σ
√
n

> −zα

 = 1−α 或 P


X − µ

σ
√
n

< zα

 = 1−α
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(3) 等价变形得到

P

{
µ < X +

σ
√
n
zα

}
= 1−α 或 P

{
µ > X −

σ
√
n
zα

}
= 1−α

因此，参数 µ的置信度为 1−α的置信区间为(
−∞,X +

σ
√
n
zα

)
或

(
X −

σ
√
n
zα,+∞

)
单侧置信上限为X +

σ
√
n
zα，单侧置信下限为X −

σ
√
n
zα.
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2. σ2 未知，均值 µ的单侧置信区间

(1) 因为 S2 是 σ2 的无偏估计，且有
(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)，因此，进一步

可构造枢轴量

W =
X − µ

S
√
n

∼ t(n− 1)

(2) 由 t分布的 α分位点,对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

{
X − µ

S√
n

> −tα(n− 1)

}
= 1−α 或 P

{
X − µ

S√
n

< tα(n− 1)

}
= 1−α

(3) 等价变形得到

P

{
µ < X +

S
√
n
tα(n− 1)

}
= 1−α 或 P

{
µ > X −

S
√
n
tα(n− 1)

}
= 1−α
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因此，参数 µ的置信度为 1−α的单侧置信区间为(
−∞,X +

S
√
n
tα(n− 1)

)
或

(
X −

S
√
n
tα(n− 1),+∞

)

单侧置信上限为X +
S
√
n
tα(n− 1)，单侧置信下限为X −

S
√
n
tα(n− 1).
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3. 方差 σ2 的单侧置信区间

(1) 因为 S2 是 σ2 的无偏估计，所以选取枢轴量

W =
(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)

(2) 由 χ2 分布分位点，对于给定的置信度 1−α(0 < α < 1)，有

P

{
(n − 1)S2

σ2
< χ2

α(n− 1)

}
= 1−α 或 P

{
(n − 1)S2

σ2
> χ2

1−α(n− 1)

}
= 1−α

(3) 等价变形得到

P

{
σ2 >

(n − 1)S2

χ2
α(n − 1)

}
= 1−α 或 P

{
σ2 <

(n − 1)S2

χ2
1−α(n − 1)

}
= 1−α
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因此，参数 σ2 的置信度为 1−α的单侧置信区间为(
(n − 1)S2

χ2
α(n − 1)

,+∞
)
或

(
0,

(n − 1)S2

χ2
1−α(n − 1)

)

单侧置信下限为
(n − 1)S2

χ2
α(n − 1)

，单侧置信上限为
(n − 1)S2

χ2
1−α(n − 1)

.
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例 3
从一批电子元件中随机地抽取 9只做寿命测试，测得数据（单位：103小
时）为

10.5,11.2,9.7,12.1,10.9,9.6,11.5,9.9,10.6

设电子元件寿命服从正态分布N(µ,σ2)，以 95%的把握估计这批电子
元件的平均寿命不少于多少？

解：因为 σ2 未知，所以选取枢轴 X−µ
S√
n

∼ t(n− 1)，由题意可知

1−α = 0.95, α = 0.05, n = 9，查表可得 t0.05(8) = 1.8595，计算样本均
值和样本标准差为 x = 10.7, S = 0.85，所以 µ的置信度为 0.95的单侧置信
区间为 (

x−
S
√
n
tα(n− 1),+∞

)
= (10.17× 103h,+∞)

所以以 95%的把握估计这批电子元件的平均寿命不少于 10.17× 103h
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设电子元件寿命服从正态分布N(µ,σ2)，以 95%的把握估计这批电子
元件的平均寿命不少于多少？

解：因为 σ2 未知，所以选取枢轴 X−µ
S√
n

∼ t(n− 1)，由题意可知

1−α = 0.95, α = 0.05, n = 9，查表可得 t0.05(8) = 1.8595，计算样本均
值和样本标准差为 x = 10.7, S = 0.85，所以 µ的置信度为 0.95的单侧置信
区间为 (

x−
S
√
n
tα(n− 1),+∞

)
= (10.17× 103h,+∞)
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参数估计习题
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知识点总结

参数估计 点估计

矩估计

极大似
然估计

点估计的
评选标准

无偏性
有效性

一致性

区间估计

双侧置
信区间

正态总
体均值 µ

σ2

已 知

σ2

未 知正态总体
方差 σ2

两个正
态总体
均值差
µ1 − µ2

两个正态
总体方

差比
σ2
1

σ2
2

单侧置
信区间
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例 1
设总体X 服从参数为 λ的泊松分布，其中参数 λ未知，X1,X2, · · ·,Xn

为来自总体的样本，求 λ的矩估计量和极大似然估计量.

解：总体X 的分布律为

P{X = x} =
λxe−λ

x!
, x = 0,1, · · ·

总体一阶矩 E(X) = λ，样本一阶矩X = 1
n

∑∑∑n
i=1Xi，用样本矩代替总体矩

得到参数 λ的矩估计量
λ̂ = X
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设 x1, x2, · · ·, xn 为样本值，似然函数为

L(λ) =

n∏∏∏
i=1

P{X = xi} =

n∏∏∏
i=1

λxie−λ

xi!
=

λ
∑n

i=1 xie−nλ

x1!x2! · · ·xn!

对数似然函数为

lnL(λ) = lnλ
n∑∑∑

i=1

xi − ln(x1!x2!· · ·xn!)− nλ

对数似然方程为
d lnL(λ)

dλ
=

1

λ

n∑∑∑
i=1

xi − n = 0

解得 λ = 1
n

∑∑∑n
i=1 xi = x，即 λ的极大似然估计值为 λ̂ = 1

n

∑∑∑n
i=1 xi = x，

故 λ的极大似然估计量 λ̂ = 1
n

∑∑∑n
i=1Xi = X.
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例 2
设总体X 的概率密度为，

f(x) =
1

2σ
e− |x|

σ ,−∞ < x < +∞

其中 σ 是未知参数，X1,X2, · · ·,Xn 为来自总体的样本，求 σ 的矩估
计量和极大似然估计量.

解：总体一阶矩为

µ1 = E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫∫∫ +∞

−∞
x

1

2σ
e−

|x|
σ dx = 0
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总体二阶矩为

µ2 = E(X2) =

∫∫∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫∫∫ +∞

−∞
x2 1

2σ
e−

|x|
σ dx = 2σ2

令 A2 = 1
n

∑∑∑n
i=1X

2
i 代替 µ2，得到 σ 的矩估计量为

σ̂ =

√√√√ 1

2n

n∑
i=1

X2
i

设 x1, x2, · · ·, xn 为样本值，似然函数为

L(σ) =

n∏∏∏
i=1

f(xi) =

n∏∏∏
i=1

1

2σ
e−

|xi|
σ =

1

(2σ)n
e−

1
σ

∑n
i=1 |xi|
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对数似然函数为

lnL(σ) = −n ln(2σ)−
1

σ

n∑∑∑
i=1

|xi|

对数似然方程为
d lnL(σ)

dσ
= −

n

σ
+

1

σ2

n∑∑∑
i=1

|xi| = 0

则 σ 的极大似然估计值为

σ̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

|xi|

故 σ 的极大似然估计量为

σ̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

|Xi|

69/81



对数似然函数为

lnL(σ) = −n ln(2σ)−
1

σ

n∑∑∑
i=1

|xi|

对数似然方程为
d lnL(σ)

dσ
= −

n

σ
+

1

σ2

n∑∑∑
i=1

|xi| = 0

则 σ 的极大似然估计值为

σ̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

|xi|

故 σ 的极大似然估计量为

σ̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

|Xi|

69/81



对数似然函数为

lnL(σ) = −n ln(2σ)−
1

σ

n∑∑∑
i=1

|xi|

对数似然方程为
d lnL(σ)

dσ
= −

n

σ
+

1

σ2

n∑∑∑
i=1

|xi| = 0

则 σ 的极大似然估计值为

σ̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

|xi|

故 σ 的极大似然估计量为

σ̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

|Xi|

69/81



例 3
设 X1,X2, · · ·,Xn 为来自正态总体 X ∼ N(µ,1) 的样本，参数 µ 未
知，求 θ = P{X > 1}的极大似然估计值.

解：因为总体X ∼ N(µ,1)，所以有

θ = P{X > 1} = 1− P{X ≤ 1} = 1− P

{
X − µ

1
≤

1 − µ

1

}
由此可知 θ = 1−Φ(1− µ).
因为正态总体均值 µ的极大似然估计值为 µ̂ = x = 1

n

∑∑∑n
i=1 xi，利用极大似

然估计的不变性，可知 µ的函数的极大似然估计值，故有

θ̂ = 1−Φ(1− µ̂) = 1−Φ(1− x)
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例 4
设总体X 的概率密度为

f(x) =


1

θ
e−x−µ

θ , x ≥ µ,

0, 其他.

其中 θ,µ均是未知参数且 θ > 0，X1,X2, · · ·,Xn 为来自总体X 的样
本，求 θ,µ的矩估计量和极大似然估计量.

解：总体X 的一阶与二阶矩为

µ1 = E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫∫∫ +∞

µ
x
1

θ
e−

x−µ
θ dx = θ + µ

71/81



例 4
设总体X 的概率密度为

f(x) =


1

θ
e−x−µ

θ , x ≥ µ,

0, 其他.

其中 θ,µ均是未知参数且 θ > 0，X1,X2, · · ·,Xn 为来自总体X 的样
本，求 θ,µ的矩估计量和极大似然估计量.

解：总体X 的一阶与二阶矩为

µ1 = E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫∫∫ +∞

µ
x
1

θ
e−

x−µ
θ dx = θ + µ

71/81



µ2 = E(X2) =

∫∫∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫∫∫ +∞

µ
x21

θ
e−

x−µ
θ dx = θ2 + (θ + µ)2

用样本一阶与二阶矩替代总体一阶与二阶矩，有
θ + µ = X =

1

n

n∑∑∑
i=1

Xi

θ2 + (θ + µ)2 = A2 =
1

n

n∑∑∑
i=1

X2
i

解得 
θ =

√
1

n

n∑
i=1

X2
i − X

2
=

√
1

n

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
µ = X − θ = X −

√
1

n

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
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故 θ,µ的矩估计量为

θ̂ =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
Xi − X

)2
, µ̂ = X −

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
Xi − X

)2

设 x1, x2, · · ·, xn 为样本值，由总体密度可知，有 xi ≥ µ, i = 1,2, · · ·, n，似
然函数为

L(θ,µ) =

n∏∏∏
i=1

f(xi) =

n∏∏∏
i=1

1

θ
e−

xi−µ

θ =
1

θn
e−

n∑
i=1

(xi−µ)

θ

对数似然函数为

lnL(θ,µ) = −n lnθ −
1

θ

n∑∑∑
i=1

(xi − µ) = −n lnθ −
1

θ

(
n∑∑∑

i=1

xi − nµ

)
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似然方程组为
∂ lnL(θ, µ)

∂θ
= −

n

θ
+

1

θ2

(
n∑∑∑

i=1

xi − nµ

)
= 0

∂ lnL(θ, µ)

∂µ
=

n

θ
= 0

此方程组无解，对数似然函数 lnL(θ,µ)无驻点，由极值存在的必要条件可知，
在 θ > 0, µ ≤ min(x1, x2, · · ·, xn)区域内无极值点，lnL(θ,µ)的最大值必
在区域的边界上取到.
又因为 ∂ lnL(θ,µ)

µ
= θ

n
> 0，说明 lnL(θ,µ)关于 µ单调递增，所以当

L(θ,µ)取最大值时必有 µ = min(x1, x2, · · ·, xn).
当 µ = min(x1, x2, · · ·, xn)时，对数似然函数为 θ 的函数

lnL(θ,µ) = −n lnθ −
1

θ

(
n∑∑∑

i=1

xi − nµ

)
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当 θ > 0时，得到函数的驻点方程

∂ lnL(θ, µ)

∂θ
= −

n

θ
+

1

θ2

(
n∑∑∑

i=1

xi − nµ

)
= 0

解得 θ =
1

n

(
n∑∑∑

i=1

xi − nµ

)
= x− µ，因此对数似然函数在

θ = x− µ,µ = min(x1, x2, · · ·, xn)

时取最大值.故参数 θ,µ的极大似然估计量为

µ̂ = min(X1,X2, · · ·,Xn)

θ̂ = X − µ̂ =
1

n

n∑∑∑
i=1

Xi −min(X1,X2, · · ·,Xn)
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例 5
设总体的概率密度为

f(x;θ) =


1

θ
, 0 ≤ x ≤ θ,

0, 其他.
, θ > 0

X1,X2, · · ·,Xn 是来自此总体的样本,求未知参数 θ 的极大似然估计量
θ̂，判断 θ̂ 是否为无偏估计量.

解：对于给定的样本值 x1, x2, · · ·, xn，似然函数为

L(θ) =

n∏∏∏
i=1

f(xi;θ) =
1

θn

似然函数 L(θ)为 θ 的单调递减函数，当 θ 取最小值时，L(θ)取到最大值.
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故 θ 的极大似然估计量为

θ̂ = max(X1,X2, · · ·,Xn)

由题意可知总体X 的分布函数为

FX(x) =


0, x < 0,
x

θ
, 0 ≤ x ≤ θ,

1, x > θ.

从而极大似然估计量的分布函数为

Fθ̂(z) =
[
FX(z)

]n
=


0, z < 0,(
z

θ

)n

, 0 ≤ z ≤ θ,

1, z > θ.
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因此 θ̂ 的概率密度为

fθ̂(z) = F ′
θ̂
(z) =


n

θ

(
z

θ

)n−1

, 0 ≤ z ≤ θ,

0, 其他.

因为

E
(
θ̂
)
=

∫∫∫ +∞

−∞
zfθ̂(z)dz =

∫∫∫ θ

0
n
zn

θn
dz =

nθ

n + 1
̸= θ

所以参数 θ 的极大似然估计量 θ̂ = max(X1,X2, · · ·,Xn)是有偏的估计量.
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例 6
设总体X 服从正态分布X ∼ N(µ,σ2)，其中 σ2 已知，若已知样本容
量和置信度 1−α均不变，则对于不同的样本观测值，总体均值 µ的置
信区间的长度

C

.

变长(A) 变短(B)
不变(C) 不能确定(D)

解：当 σ2 已知时，均值 µ置信度为 1−α的置信区间为(
X −

σ
√
n
zα
2
,X +

σ
√
n
zα
2

)

置信区间长度为 2
σ
√
n
zα

2
，所以与样本值无关.
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例 7
设总体X ∼ N(µ,σ2)，其中 µ,σ2 均为未知参数，X1,X2, · · ·,Xn 为
来自总体的样本，若关于 µ的置信度为 1−α的置信区间长度为 L，求
E(L2)

解：当 σ2 未知时，均值 µ置信度为 1−α的置信区间为(
X −

S
√
n
tα
2
(n− 1),X +

S
√
n
tα
2
(n− 1)

)

置信区间长度为 L =
2S
√
n
tα

2
(n− 1).

E
(
L2
)
= E

(
4S2

n
t2α
2
(n− 1)

)
=

4E
(
S2
)

n
t2α
2
(n− 1) =

4σ2

n
t2α
2
(n− 1)
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例 8
从总体 X ∼ N(µ,62)，抽取容量为 n 的样本，要求总体均值位于
区间 (1.4,5.4) 内的概率不小于 0.95，问样本容量 n 至少应取多大？
(Φ(1.96) = 0.975)

解：当 σ2 = 62 时，均值 µ置信度为 1−α = 0.95的置信区间为(
x−

6
√
n
zα
2
, x+

6
√
n
zα
2

)
= (1.4,5.4)

解得 x = 3.4, 6√
nzα

2

= 2，于是 n = 9
(
zα

2

)2
.

因为总体均值 µ位于区间 (1.4,5.4)内的概率不小于 0.95，即 1−α ≥ 0.95，
从而 α ≤ 0.05，进一步有 zα

2
≥ z0.05

2
，所以有

n = 9
(
zα

2

)2
≥ 9

(
z0.05

2

)2
≈ 34.57 n至少应取35
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例 8
从总体 X ∼ N(µ,62)，抽取容量为 n 的样本，要求总体均值位于
区间 (1.4,5.4) 内的概率不小于 0.95，问样本容量 n 至少应取多大？
(Φ(1.96) = 0.975)
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