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第3章 多维随机变量及其分布

3.1    二维随机变量



学习
要点

二维随机变量及其分布函数

二维离散型随机变量

二维连续型随机变量



二维随机变量

二维随机变量

一、 多维随机变量引言（一维描述不够） 

 船舶运动姿态—六自由度. 

 卫星设备定位—经度、纬度、高度. 

 企业经济效益—劳动生产率、资金产值率、资金利润等更多个. 
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二、二维随机变量定义 

定义 1 设E是一个随机试验，样本空间  eS  ， )(eXX  和

)(eYY  是定义在S上的随机变量，则称向量 )(),( eYeX 为S上

的二维随机变量或二维随机向量，简记为 YX , . 

S(e)

X(e)

Y(e)
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三、二维随机变量分布函数 

定义 2 设 ),( YX 为二维随机变量，对 , Rx y  ，二元函数 

    ( , ) { , }F x y P X x Y y P X x Y y       

称为二维随机变量 ),( YX  的分布函数，或称为随机变量 X 和 Y

的联合分布函数. 

y  

 

                          (x,y)  

                           

 

         o                    
 

X 

图 3-2 

( , )F x y 几何意义： 

点( , )X Y 落在左下方的无穷矩形域内的概率. 
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四、二维随机变量分布函数性质 

(1)  1),(0  yxF ， 

不可能事件： 对任意实数 x 和 y，有 

0),(  yF ； 0),( xF ； 0),( F . 

必然事件：  ( , ) 1F    . 

(2) ),( yxF 是变量 x 和变量 y 的单调不减函数. 

当
12

xx  时， ),(),(
12

yxFyxF  ；当
12

yy  时， ),(),(
12

yxFyxF  . 

(3) ),( yxF 对每个自变量右连续. 

( , ) ( 0, )F x y F x y  ； ( , ) ( , 0)F x y F x y  . 

评注：性质（1）-（3）是判断 ( , )F x y 是否为某二维随机变量的分布 

函数的充要条件. 
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(4) 对于任意 ),(
11

yx ， ),(
22

yx ，当 21
xx  ， 21

yy  时，有 

       2 2 2 1 1 2 1 1
, , , , 0F x y F x y F x y F x y     

x1 x2

y1

y2

随机向量 ,X Y 落在矩形域 

  1 2 1 2
, ,X Y x X x y Y y     

的概率. 
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五、二维离散型随机变量 

定义 3 设二维随机变量 ),( YX 所有可能取值为有限对或可列无

穷多对，则称 ),( YX 为二维离散型随机变量. 

设 二维离散型随机变量 ),( YX 的一切可能取值为

   ,2,1,,, jiyx
ii

，记 

{ ,( , 1,2, )
i j ij

P X x ,Y y p i j      

称为二维离散型随机变量 ),( YX 的概率分布或分布律，或随机变

量X 和Y 的联合分布律. 
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联合分布律 

1 2

1 11 21 1

2 12 22 2

1 2

i

i

i

j j j ij

X
x x x

Y

y p p p

y p p p

y p p p

 

满足：(1) 0
ij

p ;   (2) 









1 1

1
i j

ij
p . 

分布函数：  ( , ) ,
i j

ij

x x y y

F x y P X x Y y p
 

       
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例 1 设盒子中有 7 张卡片，其中 2 张一等奖，2 张二等奖，3 张

三等奖，现从中任取 4 张，以随机变量X 表示取到一等奖的张数，

随机变量Y 表示取到三等奖的张数，（1）求 ),( YX 的分布律；（2）

求 (1,1)F . 

解  （1）X 的可能取值为0,1,2，Y 的可能取值为0,1,2,3，且分

别计算每一种事件发生的概率，如 

 0, 0 0  P X Y ；  0, 1 0  P X Y ； 

 
3

0, 2
35

  P X Y ；  
1 2 1

2 3 2

4

7

12
1, 2

35
   

C C C
P X Y

C
，  
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  因此分布律为X  

  X  
Y   

0 1 2 

0 0 0 1 35 

1 0 6 35 6 35 

2 3 35 12 35 3 35 

3 2 35 2 35 0 

（2）    
1 1

6
1,1 1, 1

35 

     ij

i j

F P X Y p . 
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六、二维连续型随机变量 

定义 4 二维随机变量 ),( YX 的分布函数为 ),( yxF ，如果存在非

负函数  ,f x y ,使得对于任意实数 yx, 有 

( , ) ( , ) ( , )
y x

F x y P X x Y y f u v dudv
 

       

则称 ),( YX 为二维连续型随机变量,函数 ),( yxf 称为二维随机

变量 ),( YX 的概率密度或密度函数，也称为随机变量X Y和 的联

合概率密度. 
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性质： 

（1） 0),( yxf . 

（2） ( , ) ( , ) 1f x y dxdy F
 

 
     . 

（3） ( , )f x y 的连续点处，有
2

( , )
( , )

F x y
f x y

x y




 
. 

（4）设G为任意平面区域，则 

{( , ) } ( , )
G

P X Y G f x y dxdy   . 

评注：性质（1）、（2）是判断 ( , )f x y 是否为某二维随机变量 

概率密度的充要条件. 
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解 （1）由性质 

(3 4 )

0 0

3 4

0 0

1 ( , )d d d e d

1
e d e d

12

   
 

 

 
 

 

  

   

 

x y

x y

f x y x y x k y

k x y k

 

因此 12k . 

例 2 设二维随机变量 YX , 具有概率密度 

(3 4 )
e , 0, 0,

( , )
0,     其他.

x y
k x y

f x y  

求： (1)常数k ;  (2)分布函数  yxF , ;  (3) 概率 }{ XYP  . 
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（2） ( , ) ( , ) d ( , )d
y x

F x y P X x Y y v f u v u 

(3 4 )

0 0
d 2e d , 0, 0,

0,                                     

y x u v
v u x y

其他.
 

3 4
(1 e )(1 e ), 0, 0,

0,                                     

x y
x y

其他.
  

例 2 设二维随机变量 YX , 具有概率密度 

(3 4 )
e , 0, 0,

( , )
0,     其他.

x y
k x y

f x y  

求： (1)常数k ;  (2)分布函数  yxF , ;  (3) 概率 }{ XYP  . 
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G2

（3）

1 2

{ } ( , )
G G

P Y X f x y d


    

2

(3 4 )

0 0
d 12e d 0

4
.

7




  



  
x

x y

G

x y d

 

y = x

0
x

y

G1

例 2 设二维随机变量 YX , 具有概率密度 

(3 4 )
e , 0, 0,

( , )
0,     其他.

x y
k x y

f x y  

求： (1)常数k ;  (2)分布函数  yxF , ;  (3) 概率 }{ XYP  . 



小结 二维随机变量

二维随机变量及分布函数定义及性质

二维离散型随机变量

二维连续型随机变量
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