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6.1 状态反馈和输出反馈

6.2 状态反馈极点配置

6.3 全维状态观测器
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在控制理论中，反馈结构是系统设计

的主要方式。

对输入输出模型，只能采用输出反馈；

状态空间模型能够提供系统内部的状态

信息，所以，能够采用状态反馈，对系统进

行更细致的控制。
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系统的综合：已知系统的结构和参数，

设计控制规律u，使系统在其作用下的行为

满足所给出的期望的性能指标。

性能指标可分为非优化型性能指标和

优化型性能指标。
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一 两种常用反馈结构

；； xyuxx CBA 

。xvu K

式中 v是p维参考输入；K∈Rp×n是p×n维定常反馈矩阵。

引入状态的线性反馈

1 状态反馈

设系统为

状态反馈和输出反馈6.1

线性状态反馈，
简称状态反馈
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状态反馈系统的结构图
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状态反馈(闭环)系统的状态空间描述为：

特征多项式： ( ) det ( I )s s A BK   

1( ) ( I )KG s C s A BK B  传递函数矩阵：

( ) ,x A BK x Bv y C x   
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2. 输出反馈

v F u y

当将系统的控制量u取为输出y的线性函数

时，称之为线性输出反馈，常简称为输出反馈。

式中：v是p维参考输入向量；F是p×q维实反馈

增益矩阵。

v FC x 
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输出反馈系统的结构图
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输出反馈(闭环)系统的状态空间描述为：

( )x A BFC x Bv y C x    ,

( ) det ( I )s s A BFC   

1( ) ( I )FG s C s A BFC B  

特征多项式：

传递函数矩阵：
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3. 状态反馈结构与输出反馈结构比较

(1)反馈属性上: 状态反馈是一种完全的系统信息反馈，输

出反馈则是系统结构信息的一种不完全反馈。

(2)反馈功能上:状态反馈在功能上要远优于输出反馈。

(3)反馈实现上：输出反馈要优于状态反馈。
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1. 对系统可控性和可观测性的影响

I 0
[( I ) ] [( I ) ]

I
n

p

s A B s A BK B
K

 
      

；

rank [( I ) ] rank[( I ) ]s A BK B s A B   

二. 反馈结构对系统性能的影响

定理：状态反馈不改变系统的可控性，

但可能改变系统的可观测性。

证明：证可控性不变。

显然对于任意的K阵以及所有的s，有

根据系统可控性的PBH秩判据可知，其可控性在状

态反馈前后保持不变。
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再来证状态反馈系统，不一定能保持可观测性。由于状态反
馈改变系统的极点(特征值)，若发生零点与极点抵消情况，
则改变系统的可观性。

例：已知可控可观测系统

 1 2 0
1 1

0 3 1
x x u y x

   
     
   

 ，

1
( )

( 1)( 3)

s
G s

s s




 

原系统的传递函数：

若采用的状态反馈是：

[0 4]u v K x v x   

没有零极
点对消！



第6章线性反馈系统的时间域综合

则闭环系统的系统矩阵为：

 1 2 0
0 4

0 3 1
A bK

   
     

   

1 2
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 
   

1 1
rank 1 2

1 1o oQ Q
 

   
 

； ；

闭环系统可观测性判别矩阵为：

则闭环系统为：

 1 2 0
1 1

0 1 1
x x v y x

   
        
 ，

1 1
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( 1)( 1) 1K

s
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s s s


 

  

所以闭环系统是不完全可观测，其传递函数为

有零极点
对消！！
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定理：输出反馈不改变系统的可控性和可观测性。

证明：证可控性不变。

可见对于任意的F阵以及所有的s，有

根据系统可控性的PBH秩判据可知，其可控性在

输出反馈前后保持不变。
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证可观性不变：

可见对于任意的F阵以及所有的s，有

根据系统可观测性的PBH秩判据可知，其可观

测性在输出反馈前后保持不变。
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2. 反馈结构对系统稳定性的影响

可镇定性：如果采用反馈措施能够使闭环系统稳定，

称该系统是反馈可镇定的。

状态反馈和输出反馈都改变系统的特征值，故都影

响系统的稳定性。

镇定：加入反馈，使得通过反馈构成的闭环系统
成为稳定系统，称之为镇定。

由于状态反馈具有许多优越性，而且输出反馈总可

以找到与之性能等同的状态反馈系统，故在此只讨论状

态反馈的可镇定性问题。
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对于线性定常受控系统

如果可以找到状态反馈控制律

使得通过反馈构成的闭环系统

是渐近稳定的，即（A-BK）的特征值均具有负

实部，则称系统实现了状态反馈镇定。

定理：当线性定常系统的不可控部分渐近稳定

时，系统是状态反馈可镇定的。
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证明：由于系统{A, B}不完全可控，其结构分解为

；； 












 

00
121 c

c

c BPBB
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AA

PAPA

对于任意的状态反馈矩阵 ，可导出][ cc KKK 

)I(det)I(det KBAsBKAs 

；)I(det)I(det cn-rcccr AsKBAs 

1K K P K K P ；

即状态反馈不能改变不可控极点，因此使闭环系

统稳定的必要条件是不可控部分是渐近稳定的。

其中：
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36

考虑系统

能否通过状态反馈镇定？请说明理由。
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36

考虑系统

(1) 求出系统的传递函数

（2）引入状态变量的线性反馈，反馈增益矩阵为 ，

反馈后闭环系统的可控性和可观性是否改变，请说明理由。

 
0 1 0 0

0 0 1 0 , 1 1 0

0 0 3 1

u

   
        
      

x x y x

 4 8 2K 

 4 8 2K 
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6.2  系统的极点配置(※)

利用状态反馈和输出反馈使闭环系统的极

点位于所希望的极点位置，称为极点配置。状

态反馈和输出反馈都能配置闭环系统的极点。

状态反馈K不能改变不可控部分的极点，但

能够任意配置可控部分的极点。

输出反馈F也只能配置可控部分的极点，但

不一定能实现期望极点的任意配置；不能将极

点配置到系统的零点处。



第6章线性反馈系统的时间域综合

1．极点可配置条件

定理: 利用状态反馈任意配置闭环极点的充分

必要条件是被控系统可控。

能否使闭环极点

配置到这些位置？
{-2，-2，-1，-1}
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例如下列系统：

一 单输入系统的极点配置
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引入状态反馈：

其中：

证明：以单输入系统来证明该定理。

1）充分性：若系统完全可控，则通过非奇异线性变换

可变换为可控标准型:
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闭环特征方程为：

则引入状态反馈后闭环系统的系统矩阵为：
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闭环特征方程为：

该n阶特征方程中的n个系数，可通过

来独立设置，也就是说 的特征值可以任意

选择，即系统的极点可以任意配置。

2）必要性：如果系统（A, b）不可控，说明系统

的有些状态将不受u的控制，则引入状态反馈时

就不可能通过控制 k 来影响不可控的极点。
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二. 单输入—单输出系统的极点配置算法(※)

给定可控系统(A,b,c)和一组期望的闭环特征

值 , 要确定(1×n)维的反馈增益向量k,

使闭环系统矩阵(A-bk)的特征值为 。

1. 通用的计算方法(※)：

设

(1) 计算期望的特征多项式：
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(2) 用待定系数计算闭环系统的特征多项式：

(3) 由下列n个方程计算反馈矩阵k的元素：

注意：系统完全可控，单输入系统的极点配置有

唯一解；系统不完全可控，若期望极点中包含所

有不可控极点，极点配置有解，否则无解。
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例 已知线性定常系统状态方程为

0 0 0 1

1 6 0 0

0 1 12 0

x x u

   
        
      



求反馈向量k，使系统的闭环特征值为：

1 2 32, 1 , 1j j         

解： (1) 计算期望的特征多项式：

(2) 设 用待定系数计算闭环系

统的特征多项式：
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(3) 系数对应相等：

解得：

即：
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(1) 计算A的特征多项式:

(2) 计算期望的特征多项式:

(3) 计算(可控标准型)反馈矩阵 :

2. 完全可控系统极点配置的规范算法
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(6) 计算原系统的反馈增益阵：

(4) 计算变换矩阵P-1:

(5) 计算P：
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上例的规范计算方法

解：系统的可控性判别阵为：

系统是完全可控的，满足可配置条件。

1）系统的特征多项式为：
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2）系统的期望特征多项式为：

3）计算 ：

4）变换矩阵为：
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5）求P：

6）计算反馈增益向量：
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二 多输入系统的状态反馈极点配置

循环矩阵性质：

 当且仅当A的约当标准型中相应于每个不同的

特征值仅有一个约当小块时，A为循环矩阵。

1 直接法

循环矩阵定义：矩阵A的特征多项式等于其最小多项式

 若A的n个特征值两两互异，则A为循环矩阵；

 若A为循环矩阵，则至少存在一个n维列向

量b，使{A,b}可控
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循环矩阵相关定理：

定理1：若系统{A,B}完全能控，且A为循环矩阵，

则几乎对任意的实向量 ，单输入系统{A,Bρ}状态

完全能控.

1p

定理2： 若A不是循环矩阵，且系统{A,B}

完全能控，则几乎对任意的矩阵 ，A-BK的全

部特征值均不相同，因而A-BK是循环矩阵。

npK 

定理3： 对n阶多输入线性定常系统，通过

状态反馈，实现系统全部n个极点任意配置的充

要条件是系统状态完全能控。
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第1步：判断矩阵A是否为循环矩阵

若不是，则引入一状态反馈

使得系统 的系统矩阵

为循环矩阵，即

xK-wu 1
Bw)xBK-A(x 1 

1BK-A






是循环矩阵若

不是循环矩阵若

AA

ABK-A
A 1

多输入系统极点配置算法[直接法]

第2步：对循环矩阵 ，适当选取实常向量 ，

令： ，使 为状态完全能控。

A
1ppn1n Bb   

1p
}b,A{
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第3步：对于等价单输入系统 ，利用单输入

极点配置问题的算法，求出状态增益向量

}b,A{

n1k 

第4步：当A为循环矩阵时，所求的增益矩阵为：

当A为非循环矩阵时，所求的增益矩阵为：

n11pnp kK   

1n11pnp KkK   
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2 李亚普诺夫方程法

给定完全能控的多输入线性定常系统

Duxy

uxx




C

BA

和一组任意的期望闭环特征值 ，要求

通过状态反馈 ，使闭环系统的特征

值 。同时要求：

xvu K


n21 ,,,  

n,,2,1i,)BKA( ii  

n,,2,1i,)A( ii  
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第1步：任选n×n矩阵F，要求F的特征值为期望

的特征值。

K第2步：选取一个p×n实常值矩阵 ，使

为状态完全能观。

第3步：对给定矩阵A，B，F和 ，解李亚普诺夫

方程：

确定出唯一n×n的解矩阵T。

KBTFAT 

n,,2,1i,)F( ii  

}K,F{

K
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第4步：若T为非奇异的，则所确定的状态

反馈矩阵K为：

若T为奇异矩阵，则返回步骤2重新选择 。

1TKK 

K
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3 能控规范形法

给定完全能控的多输入线性定常系统

Duxy

uxx




C

BA

和一组任意的期望闭环特征值 ，

要求通过状态反馈 ，使闭环系统

的特征值 。

xvu K


n21 ,,,  

n,,2,1i,)BKA( ii  

以n=9，p=3为例。
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第1步：将系统{A,B}化为龙伯格能控规范形。









































333231303534333231

292827262120232221

191817161514121110

1-
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100000000

010000000

001000000
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000010000

-

000000100

000000010

ASSA






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第2步：将期望的

闭环特征值，按

龙伯格能控规范

形中 的对角块

个数和维数，分

组，并计算每组

对应多项式。


































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000
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000

000
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第3步：对龙伯格能控规范形 ，按如下形

式选取p×n状态反馈矩阵 。K

}B,A{









































3333323231313030

2928272621212020

2919281827172616212115202014121211111010

00000

000

)()(

K





第4步：计算所求状态反馈增益矩阵K。

-1SKK 
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三 状态反馈对传递函数矩阵的影响

结论：对状态完全能控的单输入单输出系

统，引入状态反馈后，闭环系统传递函数的零点

不发生改变，极点可能发生改变。

1 单输入单输出线性定常系统
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结论：对状态完全能控的多输入多输出线性

定常系统，状态反馈在配置传递函数矩阵全部n个

极点的同时，一般不影响G(s)的零点。

2 多输入多输出线性定常系统

G(s)的零点：对既能控又能观的系统，满足

)q,p(minn
0C-

BA-sI
rank 









的所有s的值。
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6.3    全维状态观测器

 问题的提出

 全维状态观测器

观测器的结构形式

观测器的存在条件

观测器综合算法
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图1   状态重构问题的直观说明

一、问题的提出

n 维的线性定常系统

+

+
∫

观测器

+
-

图1   加入状态反馈后的系统结构图
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状态观测器：输出 渐进等价于原系统状态x(t)

的观测器，即以

为性能指标综合得到的观测器。

状态观测器

全维状态观测器：

降维状态观测器：

重构状态向量的维

数等于被控对象状

态向量的维数.

重构状态向量的维

数小于被控对象状

态向量的维数

)(ˆ tx

)(lim)(ˆlim txtx
tt 


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32

1、观测器的结构形式

考虑n维线性时不变系统

0xy

)0(uxx 0




tC

xxBA

要求观测器系统的输出满足如下关系：

ˆlim ( ) lim ( )
t t

x t x t
 



二、全维状态观测器
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0ˆ ˆ ˆ ˆ(0) 0x A x Bu x x t   
开环观测器的状态方程为：

++

u x x y
+

+
B

A

∫ C

∫

图2 开环状态观测器

被控系统

开环状态观测器

式中： 是被控对象状态向量x的估计值.

1) 开环观测器
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++

+

+

+
∫

∫

+-
+

图3 全维状态观测器

-

状态反馈

被控系统

全维状态观测器状态空间描述为：

（3）

2) 全维状态观测器

观测器输出反馈阵
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图4  全维状态观测器

(3)式可改写为：

++

+

+

+
∫

∫

被控系统

闭环状态观测器

(4)
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2、观测器的存在条件

状态观测器分析设计的关键问题是能否在任何初

始条件下，即尽管 与 不同，但总能保证

成立。只有满足上式，状态反馈系统才能正常工作，

或

所示系统才能作为实际的状态观测器。

(4)

(3)

(2)

那么，如何通过选取L，使得由式(3)或(4)反映

的观测器能满足式(2)呢？
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观测器的存在条件（即观测器任意极点配置的条件）

定理：若被控系统(A,C)可观测，则必可采用

所示的全维状态观测器来重构其状态，并且

必可通过选择增益阵L而任意配置(A-LC)的全

部特征值。

0ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (0)x A LC x Bu Ly x x    
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证：利用对偶原理，系统(A,B,C)可观测意味着其

对偶系统 可控。由极点配置的结论：利

用状态反馈任意配置闭环极点的充要条件是被控

系统可控。 所以对于可控系统 来说，对

于任意给定的n个特征值，必可以找到一个状态反

馈增益阵 ，使反馈后的系统特征值等于指定的特

征值 ，即使下式成立：

(5)

其中：
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是由期望特征值所确定的闭环系统特征多项式。

由于矩阵的转置不改变矩阵的特征值，故

(6)

这就意味着(A-LC)的特征值可由L任意配置。因

此，只要给定的系统（A, B, C）可观测，必然可

以通过选择增益阵L将(A-LC)配置到特定的特征

值上，从而使设计的全维状态观测器满足观测器

存在条件，可以实际运用。
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3、观测器综合算法

方法一：原理性算法

方法二：规范算法

对于给定的n维被控系统

设系统(A,B,C)可观测，再对要设计的全维状态

观测器给定一组期望的特征值: ，设

计全维状态观测器。

0(0) 0x A x Bu x x t

y C x

   





* * *
1 2, , , n  
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方法一：原理性算法（※）

1) 计算期望的特征多项式

2）设反馈增益阵 ，用待定系数

计算闭环观测系统特征多项式

其中：系数{ai}中包含未知元素{li}。

 1 2

T

nl l l l 

1
1 1 0

( ) det( )
n n

n

s sI A LC

s a s a s a






  

    
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3）求解下列n个方程，计算出反馈矩阵L的元素

4）计算(A-LC)，则所要设计的全维状态观测器

就为

ˆ ˆ( )x A LC x Bu Ly   

而 即为x的估计状态。x̂
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方法二：规范算法（※）

1）导出被控系统(A,B,C)的对偶系统(AT,CT, BT)；

2）利用完全可控系统极点配置的规范算法，

计算系统(AT,CT, BT)的反馈增益阵LT；

3）计算(A-LC)，则所要设计的全维状态观测

器就为

ˆ ˆ( )x A LC x Bu Ly   

而 即为x的估计状态。x̂
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例：给定系统

解：方法一

观测器系统的特征值为： ,

试构造全维状态观测器.

1) 期望特征多项式：

2
10

01


















rank

cA

c
rank

该系统可观测，可任意配置全维状态观测器的极点。
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4）设计的全维状态观测器为：

3）得到方程组：

2）设增益阵 , 闭环观测系统特征多项式为 1 2

T
L l l
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方法二：

①

②

③
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④

⑤
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三 分离特性

现在要讨论的是用全维状态观测器提供的估计状

态 代替真实状态x来实现状态反馈，其闭环特性与

利用真实状态进行反馈的情况会有什么区别？

当观测器被引入系统以后，状态反馈系统部分是

否会改变已经设计好的观测器的闭环极点配置，观测

器输出反馈阵L是否需要重新设计？
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考虑n维的线性定常系统

假设系统是可观测的，则可设计全维状态观测器

得到真实状态 x 的估计值 ，引入状态反馈

此时状态反馈子系统的状态空间描述为：

全维状态观测器的状态空间描述为：
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故组合系统的状态空间描述为：

由此可见，引入全维状态观测器的状态反馈系统，其维数为被

控系统和观测器系统的维数之和（2n维）。

还可证明组合系统特征多项式为：
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B

A

∫ C

++

+

u x x y
+

+v

+
∫

--

含有全维状态观测器的状态反馈系统

组合系统的特征多项式为：

( ) det( ) det( )k s sI A BK sI A LC      
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分离定理：若被控系统{A, B, C}完全可

控且完全可观，利用状态观测器的状态估计值

实现状态反馈控制系统时，状态反馈矩阵 K 的

设计和观测器中输出反馈矩阵 L 的设计可以独

立进行。
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四. 降维状态观测器

考虑n维线性时不变系统

0xy

)0(uxx 0




tC

xxBA

假定系统完全能观，且C满秩，即rankC=q

则该系统的降维状态观测器的最小维数为n-q.
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降维状态观测器综合算法

1) 构造降维状态观测器的变换矩阵









 R

C
P nn

Pxx 

其中，R为任选的使P为非奇异的(n-q)×n维常值矩阵

 21
-1 QQPQ 

2) 对被观测系统引入线性非奇异变换

1

2

1

2

1

2221

1211

2

1

xy

u
B

B

x

x

AA

AA

x

x







































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3) 状态向量 对应子系统的状态空间描述

212

2222

xA

uxAx









该子系统能观测的充要条件是{A,C}能观测。

4) 构造 的全维(n-q)状态观测器

u)BLB(

y)]ALA(L)ALA[(z)ALA(z

12

112112221222





2x

2x

其中L为反馈增益矩阵。

5) 被观测系统的重构状态为 )yLz(QyQx̂ 21 


